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В. А. Буц родился 25 декабря 1940 г. в г. Челябинске в семье служащих. В 1958 году закончил 
среднюю школу. В 1963  году закончил радиофизический факультет Харьковского гоосудар-
ственного университета им. А. М. Горького. С 1966 г. и по настоящее время работает в Научном 
Национальном Центре «Харьковский физико-технический институт». В 1969 г. защитил канди-
датскую диссертацию, а в 1986 г. докторскую диссертацию. В 1995 г. ему присвоено звание про-
фессора по специальности «Физика и химия плазмы». Кроме научной деятельности,  
В. А. Буц уделяет преподавательской: Украинский заочный политехнический институт — асси-
стент; Харьковский технический университет радиоэлектроники — профессор; Харьковский 
Институт летчиков — профессор; Академия внутренних войск — профессор. В настоящее время 
Вячеслав Александрович кроме основной работы читает курс лекций в Харьковском Госунивер-
ситете им. В. Н. Каразина.

Вячеслав Александрович является автором более 427 научных работ. Из них 3 монографии, 
одна из которых опубликована в издательстве «Springer». Наиболее важными результатами, 
полученными В. А. Буцем, можно считать следующие.

Разработана теория возбуждения и трансформации электромагнитных волн в гиротропных 
и невзаимных средах. В частности, разработана теория возбуждения резонаторов с невзаимным 
заполнением (резонаторы с электронными пучками, резонаторы с гиротропной плазмой и фер-
ритами). Разработана теория дифракционной добротности открытых резонаторов.

Им было показано, что потоки заряженных частиц, которые движутся в неоднородных сре-
дах, а также потоки, частицы которых движутся с ускорением, являются неустойчивыми. Было 
показано, что в основе этих неустойчивостей лежит элементарный механизм переходного излу-
чения (для неоднородных сред) или элементарный механизм тормозного излучения (для пуч-
ков движущихся с ускорением). Определены условия развития этих неустойчивостей.

Показано, что спектр излучения нерелятивистских осцилляторов может быть аналогичен 
спектру излучения релятивистских осцилляторов. Показано, что такая трансформация спектра 
нерелятивистских осцилляторов может происходить при наличии исчезающе малых периоди-
ческих неоднородностей среды или потенциала. Эти результаты позволили ему сформулиро-
вать концепцию лазеров на свободных электронах с нерелятивистскими осцилляторами.  
Им построена линейная и нелинейная самосогласованная теория таких лазеров.

Разработана теория возбуждения волн благодаря развитию взрывной неустойчивости пото-
ков заряженных частиц в разнообразных электродинамических структурах. Разработаны раз-
нообразные механизмы управления формой спектра возбужденных колебаний в пучковых и 
плазменно-пучковых системах.

Ключевыми в теории плазмы являются два типа взаимодействия: взаимодействие типа 
волна-частица и взаимодействие типа волна-волна. В своих исследованиях Вячеслав Алексан-
дрович сформулировал простые аналитические условия, при которых такие взаимодействия 
претерпевают качественное изменение: из регулярных они становятся хаотическими.

Определены области параметров волн и плазмы, в которых происходит такое изменение.  
В частности, показано, что модифицированный распад всегда имеет хаотическую динамику.  
На основе полученных результатов сформулированы условия, необходимые для неограниченного 
стохастического ускорения заряженных частиц. Кроме того, показано, что с помощью внешнего 
НЧ-сигнала, который действует на пучковую или плазменно-пучковую систему имеется возмож-
ность эффективно контролировать режим возбуждения колебаний (регулярный или хаотиче-
ский). Последняя возможность детально изучена в эксперименте. Она дает новую возможность 
для создания шумовых генераторов на основе имеющихся магнетронов, клистронов и др.

Полученные общие результаты дали возможность сформулировать новый механизм стоха-
стического нагрева плазмы потоками лазерного излучения.

Изучена динамика заряженных частиц в поле интенсивной поперечной электромагнитной 
волны. Показано, что частицы захватываются полем нерезонансных волн. На основе изученной 
динамики предложен ряд новых схем ускорения заряженных частиц и ряд новых схем усиления 
коротковолнового излучения. 	Изучена регулярная и хаотическая динамика лучей в волноведу-
щих средах. Показана возможность автофазировки лучей (динамическая фокусировка) при 
изменении параметров волноведущих сред. Такая автофазировка, в частности, отодвигает порог 
развития динамического и флуктуационного хаоса в динамике лучей.



Исследована возможность динамической фокусировки акустических и электромагнитных 
волн при рассеянии на периодически-неоднородных слоях и на полупространстве. Показано, 
что в оптимальных режимах работы лазеров на свободных электронах всегда возникает стоха-
стическая неустойчивость движения заряженных частиц.

В последнее время большое внимание В. А. Буц уделял квантовым эффектам. Наиболее 
интересными в этом направлении результатами являются: доказанная возможность получе-
ния потоков поляризованных электронов вследствие коллективного излучения при их взаи-
модействии с электродинамическими структурами, а также обнаруженный им эффект кван-
товой юлы, который по своим результатам аналогичен квантовому эффекту Зенона. Дальней-
шие исследования принципа юлы показали, что он может быть использован не только при 
изучении квантовых систем, но и при исследовании динамики классических систем. В част-
ности, им показано, что использование этого принципа позволяет стабилизировать потоки 
заряженных частиц в плазме и потоки излучения. Наиболее впечатляющим при этом резуль-
татом является доказательство возможности подавления взрывной неустойчивости в пото-
ках излучения в плазме, а также подавления локальной неустойчивости. Для классических 
систем принцип юлы во многом похож на механизм стабилизации во внешних высокочастот-
ных полях. При этом он напоминает маятник с перевернутым подвесом Капицы. Однако было 
показано, что принцип юлы при исследовании квантовых систем не сводится к квантовому 
эффекту Зенона, а при исследовании классических систем к механизмам стабилизации, анало-
гичным маятнику Капицы.

Важным результатом, полученным Вячеславом Александровичем, является доказательство 
плохой обусловленности второго начала термодинамики. Это означает, что существуют усло-
вия, при выполнении которых малые отклонения от условий применимости второго начала 
(например, система не полностью изолирована) приводят к большим отклонениям от предска-
заний второго начала. Этот результат может, в некоторой степени, объяснить объективную при-
чину постоянных нападок на второе начало термодинамики.

Наиболее важным результатом, полученным в последнее время Вячеславом Александрови-
чем, является тот факт, что он обратил внимание на важность учета особых решений при 
исследовании физических систем. Следует заметить, что такие решения при исследовании 
физических систем до этого времени не использовались. Им было показано, что учет таких 
решений приводит к возможности появления хаотической динамики в системах, имеющих 
одну степень свободы и даже в полностью интегрируемых системах. Тем самым нарушается 
основная парадигма динамического хаоса, что хаотическая динамика возможна только у 
систем, имеющих 1.5 степеней свободы и более. Оказалось, что особые решения могут быть 
использованы для разложения произвольных регулярных функций в некоторую комбинацию 
функций, динамика которых хаотична. Этот результат, в частности, может быть использован 
для скрытой передачи информации.

Интересы Вячеслава Александровича не ограничивались только исследованиями в области 
физики. Его всегда интересовали биология и медицина. Наиболее интересным результатом в 
этом направлении является доказанная возможность с помощью ультразвуковых колебаний 
соответствующей частоты и интенсивности сорвать поверхностные антигены с поверхности 
клеток, в частности, с опухолевых клеток. Экспериментально показано, что эти антигены могут 
быть выделены и использованы для создания остронаправленного иммунитета, в частности, 
противоопухолевого иммунитета.

Редколлегия журнала, ученики и коллеги,  
друзья сердечно поздравляют Вячеслава Александровича с юбилеем,  

желают крепкого здоровья, счастья и дальнейших  
творческих успехов!
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Аннотация
Показано, что при анализе динамики нелинейных 
физических систем необходимо учитывать особые 
решения. Учет таких решений расширяет круг 
систем с хаотическим поведением. Показано, что 
хаотическую динамику могут демонстрировать 
системы с одной степенью свободы и даже полно-
стью интегрируемые системы. Наличие особых 
решений предъявляет жесткие требования к мате-
матической модели изучаемой физической 
системы. Оказывается, что при наличии особых 
решений динамика физической системы может 
качественно измениться при воздействии чрезвы-
чайно малых возмущений неучтенных при моде-
лировании. Показано, что введение особых реше-
ний позволяет практически любую регулярную 
функцию представить в виде комбинации функ-
ций с хаотическим поведением. Особенности осо-
бых решений могут вскрыть некоторые новые 
стороны динамики физических систем. В частно-
сти, показано, что в многофотонном возбуждении 
квантовых систем существует дополнительный 
канал возбуждения (хаотический), который может 
быть эффективнее известного канала.

Ключевые слова: Особые решения, хаотическая 
динамика

Abstract
It is shown that in the analysis of the nonlinear 
dynamics of physical systems it is necessary take 
into account the
singular solutions. Consideration such solutions 
expands the range of systems with chaotic behavior. 
It was shown that chaotic dynamics can demonstrate 
a system with one degree of freedom, and even fully 
integrated systems. The presence of specific 
solutions imposes strict requirements on the 
mathematical model of the physical system under 
study. It turns out that if there are singular solutions 
the dynamics of a physical system can qualitatively 
change when it exposed by very small disturbances 
unaccounted in the simulation. It is shown that the 
introduction of singular solutions enables almost 
any regular function represented as a combination 
of functions with chaotic behavior. Features singular 
solutions may reveal some new aspects of the 
dynamics of physical systems. In particular, it is 
shown that at multiphoton excitation of quantum 
systems there is an additional channel of excitation 
(chaotic), which can be effectively known channel.

Key words: singular solutions, chaotic dynamics
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Введение
Как известно, для реализации хаотических режимов в рассматриваемой динамической системе 

необходимо выполнение следующих трёх условий: 
1.	 Система должна иметь 1.5 или более степеней свободы. 
2.	 Она должна быть нелинейной. 
3.	 В фазовом пространстве должна развиваться локальная неустойчивость. 

Эти условия можно назвать парадигмами динамического хаоса. В той или иной форме они сфор-
мулированы во всех книгах и обзорах, посвященных динамическому хаосу (см., например, [1]).

Ниже обсудим эти условия. Несколько слов о сути этих условий. Они, безусловно, все необхо-
димы для определенного круга динамических систем. Необходимость в фазовом пространстве, 
размерность которого равна трем или больше, вытекает из требований теоремы единственно-
сти. Действительно, в двухмерном фазовом пространстве нельзя без пересечений реализовать 
перемешивание интегральных кривых. Отсюда вытекает необходимость, как минимум, в трех-
мерном фазовом пространстве. Далее, чтобы происходило перемешивание фазовых траекторий в 
ограниченном фазовом пространстве необходимо, чтобы эти траектории разбегались, т. е. необ-
ходима локальная неустойчивость. И, наконец, так как реальная система описывается в конечном 
фазовом пространстве, необходима нелинейность для возвратов.

2015
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Однако известно, что кроме обычных решений дифференциальных уравнений существуют 
особые решения. В точках особых решений теорема единственности нарушается, поэтому можно 
ожидать, что при учете особых решений режимы с хаотическим поведением будут присущи и 
динамическим системам с одной степенью свободы. Во втором разделе покажем, что действи-
тельно такая динамика имеет место.

Обычно при изучении линейных систем никто не ориентируется на изучение хаотических 
режимов. И действительно, в линейных системах они отсутствуют. Однако часто при изучении 
линейных систем оказывается удобным вводить новые функции, делать замену как зависимых, 
так и независимых переменных. При этом математическая модель изучаемой первоначально 
линейной системы становится нелинейной. Классическим примером является переход от урав-
нений квантовой механики к уравнениям классической механики, а также переход от волновых 
уравнений к уравнениям геометрической оптики. Во всех этих нелинейных системах возможны 
режимы с динамическим хаосом.

1. Особые решения и хаотическая динамика, порождаемая ими
В математике особые решения хорошо известны. Достаточно указать на тот факт, что термин 
особые решения ввел, в свое время, Ж. Лагранж. Правда, иногда под термином особые решения в 
математических и физико-математических работах часто понимают решения, которые обладают 
той или иной особенностью, которую выделяют эти решения. Такая неоднозначность термина 
особенно распространена в англоязычных работах (singular solutions). В настоящей работе будем 
под термином особые решения понимать решения системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ), в точках которого условия единственности нарушены (не выполняется условие 
Липшица). Повторим, что такие решения широко представлены в математической литературе. 
Однако при анализе математических моделей, которые описывают физические процессы, 
по-видимому, всегда (автор не нашел противоречащих этому случаев), явно или неявно, наклады-
ваются условия, которые исключают учет таких решений, т. е. накладывается условие единствен-
ности решения. В качестве примера можно привести определение основного свойства фазового 
пространства, в котором рассматривается регулярная и стохастическая динамика физических 
систем в [1]: «В любой заданный момент времени траектории в фазовом пространстве не пере-
секаются…». Этим предложением сразу исключается учет особых решений, в точках которого 
траектории могут пересекаться. Кроме того, этим предложением сразу же накладывается необ-
ходимость для реализации с режимом с динамическим хаосом иметь систему, число степеней 
свободы которой больше или равно 1.5n³ . Действительно, если имеем систему с одной степенью 
свободы, то фазовое пространство такой системы представляет собой плоскость. Если фазовые 
траектории пересекаться не могут, то на плоскости не могут быть реализованы условия переме-
шивания этих траекторий. Отметим еще одну особенность особых решений. Такие решения рас-
сматриваются только в курсах высшей математики для математиков. В обычных курсах высшей 
математики такие решения не рассматриваются. Кроме того, если посмотреть математические 
справочники и энциклопедии, то особые решения в них рассматриваются практически только 
для обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. Хотя очевидным является 
то, что в уравнениях более высокого порядка они присутствуют значительно чаще. Такое отноше-
ние к особым решениям, по-видимому, связано с тем, что они не соответствуют нашему представ-
лению о необходимости получения определенных решений в физических задачах. Отметим 
также, что, как следует из литературы, достаточно подробный анализ особых решений был дан 
В. А. Стекловым [2]. Однако эта книга мало доступна. В [3] было показано, что особые решения 
могут порождать хаотическую динамику в системах с одной степенью свободы и даже в системах, 
для которых известны аналитические выражения для всех фазовых траекторий. Хаотическая 
динамика в этом случае возникала в результате того факта, что эти фазовые траектории прохо-
дили через область, где теорема единственности была нарушена, и реальная фазовая траектория, 
проходя через эту область, могла перебрасываться на другую фазовую траекторию. Таким обра-
зом, наличие аналитического выражения для фазовых траекторий не определяла регулярную 
динамику изучаемой системы. Следует сказать, что такая динамика могла быть изучена в общем 
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случае только численными методами. Полученные в [3] результаты не имели прозрачного физи-
ческого смысла. Можно было предположить, что рассмотренные модели также как и многочис-
ленные модели особых решений в математике представляют интерес только с точки зрения 
математики. Ниже покажем, что такие решения могут представлять значительный интерес при 
решении физических задач. Причем будет видно, что даже, если динамика изучаемой физической 
системы описывается фазовыми траекториями, которые не попадают в точки особых решений, 
но проходят достаточно близко к ним, то в этом случае сколь угодно малые и неучтенные возму-
щения или неточности численных расчетов, могут качественно изменить динамику изучаемой 
системы. Таким образом, особые решения необходимо учитывать при рассмотрении физических 
задач. Их учет может указать на появление режимов с динамическим хаосом даже в системах с 
одной степенью свободы. Кроме того, такие решения достаточно распространены и могут влиять 
на физические процессы, которые изучаются. В частности, наличие таких решений приводит к 
дополнительным возможностям появления режимов с динамическим хаосом в различных физи-
ческих системах. Следует сказать, что, как увидим ниже, наличие таких решений и, соответ-
ственно, таких режимов, может быть нежелательным и с ними нужно бороться. С другой стороны, 
они могут быть неизбежными и их нужно учитывать. Кроме того, они могут быть полезными и их 
можно использовать.

Приведем наиболее простой пример математической модели, которая имеет особые решения

	 dy y
dx

= . 	  (1)

Это нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка. Его общее реше-
ние имеет следующий вид:

	 ( )21( , , ) 0
4

F x y C y x C= - + = . 	  (2)

Рис. 1. Квадратичные параболы решения уравнения (1).

Перебирая значение константы С, получим множество частных решений этого уравнения. 
Каждое из этих частных решений представляет собой квадратичную параболу (см. рис. 1). Однако 
среди них (среди частных решений) не содержится решение 0y = . Однако, как видно из уравне-
ния, это соотношение также удовлетворяет уравнению (1), т. е. является его решением. Это особое 
решение уравнения (1). Такая особенность особых решений, что они не могут быть получены из 
общего решения путем перебора произвольных постоянных, было одним из первых определений 
особых решений. Позже стало понятным, что особые решения имеют, возможно, более важную 
особенность. А именно, в точках этих решений нарушается теорема единственности. Из уравне-
ния (1) легко увидеть, что в точках особого решения ( 0y = ) условия Липшица не выполняются. 
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Кроме того, из рисунка видно, что все частные решения проходят через точки особого реше-
ния ( 0y = ). Возникает общий вопрос: как найти особые решения дифференциальных уравне-
ний? Для обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка это сделать достаточно 
просто. Существует несколько способов нахождения таких решений. Остановимся только на 
одном из них. По своей сути, особые решения представляют собой траектории или поверхности 
(различные размерности), которые огибают общее решение дифференциальных уравнений. 
Поэтому нахождение таких решений может быть связано с нахождением огибающих общего 
решения. Продемонстрируем это утверждение на системе уравнения (1). Для нахождения огиба-
ющей, как известно, нам необходимо продифференцировать общее решение (2) по произвольной 
постоянной С и приравнять эту производную к нулю

	 ( )1 0
2

F x C
C

¶
= + =

¶
. 	  (3)

Отсюда определим константу С и подставим ее в выражение для общего решения (2). В резуль-
тате находим особое решение 0y = . Это решение в данном простом примере, конечно, совпадает 
с полученным выше решением.

К сожалению, такая простая процедура нахождения особых решений характерна только для 
ОДУ первого порядка. Чтобы проиллюстрировать сложность отыскания особых решений для ОДУ 
более высокого порядка, рассмотрим один из возможных алгоритмов их отыскания. Для этого 
запишем систему ОДУ в каноническом виде

	 ( ),xk
k

dx f t
dt

=
 . 	  (4)

Предположим, что нашли общее решение этой системы уравнений. Оно имеет вид
	 ( , )k kx t Cj=



. 	  (5)

Видно, что уже на этом первом шаге в большинстве реальных случаях будем наталкиваться на 
трудности. Теперь, по аналогии с общим принципом нахождения огибающих, нужно отыскать 
вектор произвольных постоянных C



. Проще всего это сделать таким способом. Будем считать, 
что эти постоянные являются функциями времени. Тогда полная производная по времени от 
общего решения (5) будет иметь вид

	
1

n
kk i

i

k

i

dC
C dt

dx x
dt t

j

=

¶
¶

¶
= +

¶ å .

Из этого выражения можно увидеть, что если второе слагаемое в правой части обращается в 
ноль

	
1

0
n

k i

i i

dC
C dt
j

=

¶
=

¶å , { }1,2,...,k n= , 	  (6)

то общее решение (5) остается решением исходного уравнения (4) несмотря на зависимость 
постоянных от времени. Это ключевой момент в алгоритме нахождения особых решений. Система 
уравнений (6) будет основным для определения вектора констант C



. Прежде всего, отметим, что 

система (6) имеет нетривиальное решение для производных idC
dt

только в том случае, когда ее 

детерминант будет обращаться в ноль

	
1

1

......

det ..... .... ..... 0

.....

k k

n

n n

n

C C

C C

j j

j j

¶ ¶
¶ ¶

=
¶ ¶
¶ ¶

. 	  (7)

Это будет второе соотношение для нахождения вектора констант C


. 
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Предположим, что, используя (7), выразили одну из констант через другие константы
	 1 2 1( , , ,..... )n nC F t C C C -= . 	  (8)

Тогда её производная будет иметь вид

	
1

1

n
n

n i
i i

dC F FC C
dt t C

-

=

¶ ¶
= = +

¶ ¶å  . 	  (9)

Подставим выражения (8) и (9) в первые ( 1)n-  уравнения (6)

	
1 1 1

1 0 1
0

n n n
k i k k i k i

n
i i ii n i n i

dC dC dCF FC
C dt C C dt C t C dt
j j j j- - -

= = =

é ù¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ê ú¢+ = + + =ê ú¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ë û
å å å ; { }1,2,....... 1k n= - . 	  (10)

Система уравнений (10) является линейной системой для нахождения производных idC
dt

. 

Решив эту систему, найдем

	 1 2 1( , , ... )i
i n

dC F t A A A
dt -= , { }1,2,....... 1i n= - . 	 (11)

Здесь A


 — вектор новых независимых постоянных.
Формулы (8) и (11) позволяют потенциально найти все компоненты вектора C



. Подставляя их 
в выражение для общего решения (5), найдем множество особых решений. Как видно, реализа-
ция рассмотренного алгоритма нахождения особых решений представляет собой в общем случае 
самостоятельную сложную проблему. Только в редких случаях он может быть реализован 
аналитически.

Приведем простой пример нелинейного ОДУ, на котором можно проиллюстрировать приве-
денный выше алгоритм получения особых решений, а также все трудности, которые при этом 
могут возникнуть. Это модельный пример [4]. Итак, пусть

	 2 0xy y z y¢ ¢ ¢+ + - = , 0z y y z z¢ ¢ ¢+ - = , /z dz dx¢ º . 	  (12)
В соответствии с приведенным алгоритмом необходимо иметь общее решение системы (12). В 

данном случае эти решения легко находятся
	 2

1 1 2y c x c c= + + , 2 1 2z c x c c= + .	  (13)

Для этих решений найдем детерминант (7)

	
( )

( )
( )( )1

1 1 2
2 1

2 1
2 0

x c
x c x c c

c x c

+
= + + - =

+
. 	  (14)

Из (14) находим
	 ( )( )2 1 12c x c x c= + + . 	  (15)

Подставим выражение для 2c  в систему уравнений (6). Для нашего примера она имеет вид

	 ( )1 1 22 0x c c c¢ ¢+ + = , 2 1 1 2( ) 0c c x c c¢ ¢+ + = .	  (16)

В результате подстановки получим 1 0.5c ¢ =-  из первого уравнения системы (16). Используя 

это соотношение и выражение (15) для 2c , найдем одно из множеств особых решений

	 2 20.25 3y x Ax A=- × + + , 2 2 30.5 2 2z x A x A A= × + × × + . 	  (17)
Выражение (17) представляет собой однопараметрическое множество особых решений, в 

котором параметром является новая произвольная постоянная A . Другое множество особых 
решений может быть получено при использовании второго уравнения (16). Полное решение 
модельной системы (12) не будем выписывать.

Как видно, использование описанного выше алгоритма отыскания особых решений для 
реальных систем, сложная проблема. Ею пользоваться не будем. Основной результат, который 
можно получить из этого алгоритма, заключается в том, что с увеличением числа степеней сво-
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боды изучаемой системы растет множество особых решений. Поэтому можно ожидать, что для 
сложных систем с большим числом степеней свободы они будут играть более значительную 
роль, чем для простых систем.

В настоящей работе будут интересовать, прежде всего, те особенности особых решений, кото-
рые заключаются в неопределенности тех фазовых траекторий, которые попадают в область 
этих решений. В большинстве случаев это легко решаемая задача. Достаточно провести анализ 
правых частей системы уравнений (4) на предмет выполнения для них условий Липшица. Еще 
проще: следует посмотреть на производные этих правых частей по зависимым переменным. Если 
эти производные в некоторых точках фазового пространства будут неограниченно большими, то 
эти области будут теми областями, при попадании в которые возникает неопределенность.

При учете особых решений могут быть легко реализованы режимы с хаотической динамикой. 
Для этого необходимо, чтобы фазовые траектории динамической системы периодически попа-
дали в точки особых решений. В крайнем случае, как это увидим в следующих разделах, эти тра-
ектории должны достаточно близко подходить к точкам особых решений. Математических моде-
лей таких систем неограниченное множество. Это увидим в приведенных ниже примерах.

Осциллятор с нелинейным трением. Некоторые другие математические модели
В качестве характерного примера рассмотрим динамику системы, которая описывается следу-

ющими уравнениями:

	 0 1x x= ,   
2
1

1 0
0

0.5
2
xx x
x

æ ö÷ç ÷= - ×ç ÷ç ÷çè ø
 . 	  (18)

Динамика такой системы первоначально была рассмотрена в [3]. Приведем наиболее важные 
характеристики этой системы. Прежде всего, легко показать, что функция ( )2 2 2

0 1 0x R x Rj= - + - =  

является интегралом системы (18). Причем параметр R  (радиус окружностей) может прини-
мать произвольные значения. Система (18) представляет собой модель осциллятора с нелиней-
ным трением. Фазовый портрет системы (18) представлен на рис. 2а. Интегральными кривыми 
в этом случае являются окружности. Причем центры окружности располагаются на оси 1 0x = ,  

а радиусы этих окружностей равны расстоянию этих центров до нулевой точки ( 0 10; 0x x= = ). 

Эта точка является общей для всех окружностей. Кроме того, эта точка является особым реше-
нием системы (18). Покажем это. Проще всего это доказать, если воспользоваться полученным 
выше интегралом 0j= . Из него находим следующее обыкновенное дифференциальное уравне-
ние для нахождения переменной 0x

	 2
0 0 02x x R x=± - + × . 	  (19)

Из этого уравнения легко увидеть, что точки 0 0x =  и 0 2x R=  являются точками, в которых 

условия Липшица не выполняются. Кроме того, видно, что эти точки являются решениями урав-
нения (19), т. е. эти точки являются особыми решениями уравнения (19). Однако, легко также 
увидеть, что только точка 0 0x =  удовлетворяет исходному уравнению (18), т. е. только она явля-

ется особым решением. Этот же результат можно получить, используя вышеприведенный алго-
ритм отыскания особых решений. Действительно, общее решение уравнения (19) имеет вид

	 ( )0 1 sinx R t Cé ù= × ± +ê úë û . 	  (20)

Используя приведенный выше алгоритм, находим следующие значения «константы» С:
	 ( 1/2)C t np=- + + .
Подставим это выражение в общее решение (20). В результате находим два следующих особых 

решений уравнения (19)

	 0

0,
1 1

2 .Sx R
R

ìïïé ù= × ± =íë û ïïî
 	  (21)
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Как и в предыдущем случае, видно, что только одно из них, а именно 0 0sx = , является особым 

решением исходного уравнением (18). Глядя на интеграл уравнения (18), трудно представить, 
что динамика системы (18) может быть нерегулярной. Однако численные расчеты показывают, 
что она нерегулярна. Действительно, на рис. 2б показана зависимость переменной 0x  от времени. 

Видно, что фазовая траектория после прохождения точки особого решения ( 0 1 0x x= = ) может 

перескакивать с одной окружности на другую окружность. Причем эти перескоки являются слу-
чайными. Практически любое изменение точности счета меняет временную динамику системы. 
Кроме того, спектральный анализ динамики системы (18) показывает, что спектры этой дина-
мики широкие, а корреляционная функция быстро спадает (см. рис. 2в).

Система (18) не является уникальной. В [3] была рассмотрена динамика другой системы

	 0
0 1 1 1

dx x x x F
dt

g= × + × º ,  2 41
1 0 0 2

dx x x x F
dt

g= - - × º . 	  (22)

Было показано, что в окрестности нуля эта система имеет области, в которых нарушается тео-
рема единственности. Кроме того, фазовые траектории периодически попадают в эту область. 
Динамика этой системы нерегулярна. В [3] также показано, как можно построить множество 
систем, которые обладают нужными свойствами. Коротко опишем эти алгоритмы. Пусть имеется 
интегральная кривая, которая задана уравнением ( )0 1, 0x xj = . Тогда система уравнений, инте-

гралом которой будет эта интегральная кривая, может быть представлена в следующем виде  
(см., например, [5]):

	 ( ) ( )
1

0
1 0 1 0

1

, , ,dx F x x M x x
dt x

j
j

¶
= -

¶
,  ( ) ( )

1

1
2 0 1 0

0

, , ,dx F x x M x x
dt x

j
j

¶
= +

¶
, 	  (23)

где 0 1( , , )sF x xj  — произвольные функции, такие, что 0 1(0, , ) 0sF x x = , ( )
10 ,M x x  — произвольная 

функция.
Используя систему (23), можно построить большое разнообразие динамических систем, обла-

дающих нужными свойствами. В качестве примера рассмотрим случай, когда интегральными 
кривыми является семейство окружностей с радиусом R

	 ( )2 2 2
0 1 0x R x Rj= - + - = . 	  (24)

Множество интегральных кривых (24) представлено на рис. 2а.
Выбором функций sF  и M  можно добиться исключения параметра R  из системы уравне- 

ний (23). Действительно, выберем эти функции, например, в виде 1 0F = , ( )2 0 1,F f x xj= × ,

( )0 0 1M x f x x=- × . Здесь ( )0 1f x x  — произвольная функция. Подставляя эти выражения в систему 

(3), получим множество систем уравнений, в которых параметр R  уже исключен

	 ( )0
0 1 0 12dx x x f x x

dt
= × × ,  ( ) ( )2 20

1 0 0 1
dx x x f x x
dt

= - × . 	  (25)

Выбирая функцию ( )0 1f x x  в виде ( )0 1 01/2f x x x= , получим систему уравнений (18).

Следует заметить следующее. Интегральными кривыми системы (25) будет семейство окруж-
ностей с общей точкой (0,0). Несмотря на этот факт, характер этой точки и динамика системы 
будут существенно зависеть от вида функции ( )0 1f x x . Может оказаться, что эта точка будет 

устойчивой особой точкой. В этом случае хаотическая динамика может быть реализована искус-
ственным изменением характера этой точки. Такая возможность может быть реализована путем 
добавления в систему уравнений (25) членов, пропорциональных первой степени независимых 
переменных sx . Другая возможность связана с добавлением внешнего возмущения, которое 

будет «выбивать» изображающую точку из области начала координат. Система уравнений (18) 
оказалась достаточно простой. Система (19) труднее для анализа. Рассмотрим некоторые резуль-
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таты анализа этой системы. Если 0g = , то эта система имеет следующее семейство интеграль-

ных кривых: 4 2 2
0 1 0 0x x Cxj= + - = . Здесь С — произвольная постоянная.

а) б)

в)

Рис. 2. Фазовый портрет системы (18) (а), 
зависимость от времени переменной 0x  (б), 

корреляционная функция переменной 0x  (в).

Используя эту формулу для интегральных кривых, правую часть второго уравнения системы 
(22) (при 0g = ), можно переписать в следующем виде: 4 2

2 0 02F x Cx=- × + . Используя это выраже-

ние, легко увидеть, что левая часть неравенства Липшица в окрестности малых значений 0x  

будет пропорциональна 2
0 ( )x C C-  . Учитывая, что константы C  и Cмогут существенно отли-

чаться, то в окрестности нулевой точки (но не в самой точке) условие Липшица выполняться не 
будет. Единственность решения будет нарушаться. Однако такая «урезанная» система уравнений 
(22) ведет себя вполне регулярно. Более того, очень быстро все начальные точки устремятся к 
нулевой точке и будут оставаться в ее окрестности сколь-угодно долго. Чтобы убрать такую осо-
бенность динамики в системе (22), были добавлены линейные члены. Они не дают изображаю-
щим точкам останавливаться в нулевой точке.

2. Динамика частицы в центральном поле. Задача Кеплера
В предыдущем разделе были описаны некоторые особенности особых решений ОДУ. Приве-

дены примеры, как эти особенности влияют на динамику изучаемых систем. Видем, что учет осо-
бых решений может приводить к сложной хаотической динамике даже простых полностью инте-
грируемых систем. Однако приведенные в этом разделе примеры не содержали ясного физиче-
ского смысла. Не до конца было ясно можно ли использовать эти особенности не только для 
выделенных искусственно сконструированных математических моделей, но и для реальных 
физических систем. В настоящем и в следующем разделах покажем, что учет особых решений 
может быть существенен и для хорошо известных физических моделей.

Первым хорошим физическим примером системы с одной степенью свободы может служить 
задача о движении в центральном поле. Эта задача, благодаря существованию интеграла, кото-
рый выражает закон сохранения углового момента, сводится к задаче, имеющей всего одну сте-
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пень свободы. Более того, учитывая интеграл энергии, данная задача полностью интегрируется. 
Ниже покажем, что несмотря на ее интегрируемость в ее динамике могут наблюдаться режимы, 
которые напоминают режимы с динамическим хаосом. Такая динамика будет возникать в том 
случае, когда фазовые траектории будут находиться вблизи особого решения.

Итак, пусть имеем уравнение Лагранжа

	 0
i i

d L L
dt q q

¶ ¶
- =

¶ ¶

.

Следуя [6], запишем выражение для функции Лагранжа в полярной системе координат ( ,r j )

	 2 2 2 ( )
2
mL r r U rjé ù= + -ê úë û

 .

Подставляя это выражение в уравнение Лагранжа, найдем следующую систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений, которые описывают динамику тел в центральном поле

	 r v= ,   
2

3
1 1effU M Uv
m r m rmr

æ ö¶ ¶ ÷ç ÷=- =- - +ç ÷ç ÷ç¶ ¶è ø
 ,   2/M mrj= .	  (26)

Здесь 
2

2 ( )
2eff

MU U r
mr

º + , 2M mr constjº =  — угловой момент импульса, который является 

интегралом.
Следует заметить, что третье уравнение системы (26) не влияет на динамику первых двух 

уравнений. Динамика угловой переменной однозначно определяется радиальной динамикой. В 
этом случае система (26) имеет одну степень свободы. Из первых двух уравнений системы (26) 
следует интеграл энергии

	
2

2 2
2 ( )

2 22 eff
m M mE r U r r U

mr
= + + = +  . 	  (27)

Обратим внимание, что при движении в центральном поле область координаты притягиваю-
щего центра ( 0r = ) такова, что условия Липшица в ней нарушаются. Важно также, что при отли-
чии от нуля углового момента ( 0M ¹ ) частицы никогда не падают на притягивающий центр. 
Если учесть интеграл энергии, то задача о динамике тел в кулоновском (или в гравитационном) 
поле полностью интегрируется. Такие решения можно найти во многих курсах механики (см., 
например, [6]). Действительно, с учетом (27) систему ОДУ (26) можно переписать в виде

	
2

2
2 ( )

2
Mr E U r

m mr
é ù=± - -ë û ,   2/M mrj= . 	  (28)

Задача заключается в том, чтобы показать, что, несмотря на полную интегрируемость, дина-
мика рассматриваемой задачи может быть очень сложной и, в некотором смысле, хаотической. 
Этот случай близок к тому, который был рассмотрен в предыдущем разделе. Отличие будет 
заключаться, прежде всего, в том, что это хорошо изученная физическая задача. Второе отличие 
будет заключаться в том, что фазовые траектории изучаемой системы не будут строго проходить 
через особые решения. Эти траектории будут проходить близко к области нарушения теоремы 
единственности, не попадая в нее непосредственно. Необходимая для реализации хаотических 
режимов величина близости будет определяться параметрами системы, точностью проводимых 
численных расчетов и величиной малых внешних возмущений. Третье отличие заключается в 
том, что в рассматриваемой задаче появляются особые решения укороченной модели (28).

Проиллюстрируем эти особенности. Для этого введем кулоновский (для движения заряжен-
ных частиц) или гравитационный (задача Кеплера) потенциал: /U Q r= - . Кроме того, для даль-
нейшего удобно ввести следующие параметры: / , /M m a Q m b= = . Наиболее интересной явля-
ется третья особенность. Поэтому начнем анализ с нее. Для кулоновского потенциала система 
ОДУ (28) имеет простое аналитическое выражение для общего решения. Это решение выражает 
связь между радиусом и угловой переменной.
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Запишем общее решение в виде, которое представлено Ландау [6]
		  ( )/ 1 cosr p e Cjé ù= + +ê úë û . 	  (29)

Здесь 2 /p M mQ= , ( )2 21 2 / mQe EM= +  — эксцентриситет.

Используя процедуру нахождения особых решений, которая описана в разделе 2, в данном слу-
чае легко найти следующие значения для константы С:

	 C nj p=- + . 	  (30)
Подставляя это выражение для константы С в общее решение (29), найдем следующие выра-

жения для особых решений:
	 / 1sr p eé ù= ±ë û . 	  (31)

Эти решения не содержатся в общем решении. Однако они удовлетворяют системе уравне-
ний (28). Кроме того, легко увидеть, что в точках этих решений нарушается условие Липшица. 
Поэтому эти решения являются особыми решениями. Легко также увидеть, что точки особого 
решения для захваченных частиц ( 0E < ) являются точками возврата. Таким образом, динамика 
частиц в этих точках должна приобретать некоторые особенности. Отметим также, что, несмотря 
на тот факт, что особые решения удовлетворяют уравнениям (28), эти решения не удовлетво-
ряют полной системе уравнений (26). Действительно, в этих точках, в общем случае, на частицу 
действует сила не равная нулю (см. второе уравнение системы (26)). Поэтому полученные особые 
решения можно назвать условно особыми. Представляет интерес изучить те особенности дина-
мики частиц, которые порождаются этими особыми решениями. Прежде всего, рассмотрим тот 
случай, который соответствует равенству нулю эксцентриситета ( 0e = ), т. е. рассмотрим дина-
мику частицы на круговой орбите. При этом два особых решения сливаются.

а) б)

в)

Рис. 3. Возникновение неустойчивой  
динамики частицы при незначительном 

отклонении ее начального положения  
( 4(0) 10r -D = ) от круговой орбиты (а), 

радиальная динамика частиц (б), 
автокорреляционная функция переменной r .

Анализ динамики проведем численными методами. В первом случае выберем начальные усло-
вия, которые соответствуют строгому положению частицы на круговой орбите: (0) 0.125r = . 
Параметры системы выбраны равными: 0.5a= , 2b= . При этих значениях параметров и началь-
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ных значениях динамика частиц абсолютно устойчива. В динамике не наблюдается ни колеба-
ний, ни отклонений от круговой орбиты. Радиус траектории не меняется на всех интервалах 
времени. Время счета практически неограниченно. Однако достаточно незначительно изменить 
начальное положение частицы, как ее динамика становится неустойчивой (при тех же параме-
трах численных расчетов). В качестве примера на рис. 3а представлены результаты расчетов при 

(0) 0.1249r = , т. е. изменили начальное положение радиуса всего на 4(0) 10r -D = . 
Из рисунка видно, что уже после безразмерного времени 400 радиус частицы начинает быстро 

расти. Увеличение точности расчетов на два порядка (TOL=TOL=10–6) позволяет избежать этой 
неустойчивости. Однако и в этом случае характер отражения частиц от точек поворота во многом 
носит случайный характер. Для иллюстрации этого факта на рисунках представлены зависи-
мость радиуса частицы от времени (рис. 3б) и корреляционная функция этого движения (рис. 3в) 
при начальном положении частицы (0) 0.075r = . Видно, что положение частицы при ее отраже-
нии от стенок эффективного потенциала носит случайный характер. Этот факт отражается при 
статистической обработке. На рис.  3в представлена автокорреляционная функция радиальной 
динамики частицы. Видно, что корреляции достаточно быстро спадают.

Интересно отметить некоторую асимметрию динамики частицы при уменьшении начального 
радиуса и при увеличении начального радиуса на ту же величину: (0) 0.175r =  (см. рис. 4).

Несмотря на кажущееся усложнение динамики, эта динамика оказывается более регулярной. 
Действительно, в этом случае корреляции сохраняются на больших временах (см. рис. 4б).

	 а)	 б)
Рис. 4. Радиальная динамика частицы при (0) 0.175r = : динамика и процесс отражения от 

стенок эффективного потенциала отличаются от случая (0) 0.075r =  (а), автокорреляционная 
функция переменной r  (б). Начальное положение частицы равно (0) 0.075r = .

Рассмотрим теперь влияние асимметрии формы притягивающего центра и влияние малых 
возмущений. Для этого в правую часть второго уравнения (26) введем добавочный член 

( ) 0cos /t xgb wé ù- × ×ê úë û . Если 0g =  и 0w¹ , то этот член учитывает внешнее периодическое возмуще-

ние. Если же 4, 0g w= = , то он описывает влияние асимметрии формы притягивающего тела.
Вначале рассмотрим динамику системы (26) при отсутствии всяких возмущения 0b= .  

Точность расчетов высокая (TOL=TOL=10–15). Выберем следующие параметры системы (3): 
(0) 10r = ; (0) 0.1r = ; (0) 0j = ; 0.3a= ; 2b= . Характерные результаты численных расчетов кепле-

ровской динамики системы (26) представлены на рис. 5.
Для дополнительной иллюстрации регулярной динамики частицы на рис.  6 представлены 

результаты влияния асимметричности формы притягивающего центра. Известно, что отклоне-
ние притягивающего потенциала от сферически-симметричной формы приводит к повороту 
перигелия на угол отличный от 2p . Кроме того, такая же особенность движения перигелия 
наблюдается при учете эффектов релятивизма. Возникает, так называемая, розеточная траекто-
рия Зоммерфельда (см. рис. 6б).
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а) б)

в)

Рис. 5. Характерная зависимость от времени 
расстояния частицы от притягивающего 

центра (а), характерная зависимость скорости 
частицы от времени (б), характерная 

зависимость фазы частицы от времени (в).

Из приведенных рисунков видно, что динамика регулярная. Причем можно показать, что чем 
меньше будет величина углового момента импульса (параметр a ), тем ближе траектории легкой 
частицы будут подходить к притягивающему центру. Координаты притягивающего центра пред-
ставляют собой особое решение. В этой точке нарушается теорема единственности. Рисунки 6а и 
6б иллюстрируют тот факт, что интегральные кривые в окрестности этой точки «сгущаются». 

Рис. 6. Классическая эллиптическая траектория Кеплера для параметров системы (3): (0) 10r = ; 
(0) 0.1r = ; (0) 0j = ; 0b= ; cosnF r j= × ; sinnH r j= ×  (а), появление розеточной траектории для 

параметров системы (26): (0) 10r = , (0) 0.1r = , (0) 0j = , 0.1b= , 2, 2a b= = , 0, 4w g= =  (б), 
розеточная траектория, аналогичная траектории Зоммерфельда для параметров системы (26):

(0) 10r = ; (0) 0.1r = ; (0) 0j = ; 0.1b= ; 0, 4w g= = ; 1.5, 2a b= =  (в).

Поэтому даже небольшое возмущение траекторий в этой области может переводить двигаю-
щееся тело с одной траектории на другую траекторию, положения которых в другой области 
фазового пространства существенно отличаются. Силы, которые перебрасывают движущееся 
тело с одной траектории на другую, могут быть очень малы и в общем случае могут быть случай-
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ными. Но даже в том случае, когда они регулярные, но периодические, и период этих сил не совпа-
дает с периодом движения тела вокруг притягивающего центра, то динамика движущегося тела 
может оказаться случайной. Действительно, введем малое регулярное периодическое возмуще-
ние потенциала: 0.0001, 4b g= = , 10w= . Такое возмущение потенциала может соответствовать 
потенциалу иона во внешнем периодическом электрическом поле. Остальные параметры системы 
(26) равны: (0) 10r = , (0) 0.1r = , (0) 0j = , 0.3, 2a b= =  (TOL=TOL=10–6). Характерная динамика 
движущегося тела в этом случае представлена на рис. 7. Из этих рисунков видно, что движущееся 
тело случайным образом перескакивает с одной траектории на другую траекторию. 

а) б)

в)

Рис. 7. Характерная зависимость от времени 
расстояния частицы от притягивающего 

центра (а), характерная зависимость 
скорости частицы от времени (б), 

характерная зависимость фазы частицы  
от времени (в).

Спектры этого движения широкие, а корреляционная функция быстро спадает. Если числен-
ные расчеты проводить при меньшей степени точности, то аналогичная картина (возникновение 
нерегулярной динамики) появляется и в отсутствие внешнего возмущения.

Выше уже упоминалось, что чем ближе траектория частицы подходит к притягивающему цен-
тру, тем чувствительнее ее динамика к внешним возмущениям. В качестве дополнительной 
иллюстрации этого факта ниже, на рисунке приведена зависимость радиуса частицы от времени 
в отсутствии возмущения (рис. 8а). Чтобы частица достаточно близко подходила к области осо-
бого решения были выбраны следующие параметры системы:

0.01a= , 2b= , 0b= , 4g = , 8w= , 0(0) (0) 5r x= = ,  

CTOL = TOL = 10–15, число шагов равно N = 3.277·104.
На тех же временах, при тех же значениях параметров было введено чрезвычайно малое воз-

мущение 910b -= . На рис. 8б видно, что наличие такого возмущения приводит к развитию неу-
стойчивости. Радиус частицы начинает расти. Расчеты проводились до времени меньшем 250. 
При больших временах частица уходила на бесконечность.

Таким образом, проводить анализ траектории частиц при параметрах, когда частица близко 
подходит к точкам особых решений нужно с большой осторожностью. Неучтенные в модели, 
даже очень малые члены, могут радикально изменить динамику частиц.
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	 а)	 б)
Рис. 8. Зависимость от времени расстояния частицы от притягивающего центра в отсутствии 

возмущения ( 0b= ) (а), зависимость от времени расстояния частицы от притягивающего 

центра при наличии малого возмущения ( 910b -= ) (б).

3. Динамика более сложных систем. Динамика трехволнового взаимодействия
Вторым, хорошо изученным физическим процессом, на динамику которого может существенно 

повлиять учет особых решений, является процесс нелинейного трехволнового взаимодействия. 
При формулировке математической модели такого взаимодействия часто используется замена 
зависимых переменных в виде

	 exp( )k k kA a ij= . 	  (32)

Здесь ka  — модуль зависимой комплексной переменной, kj  — действительная фаза этой 

переменной.
Такая замена очень широко распространена. Примерами таких преобразований могут быть 

преобразования, которые осуществляются при переходе от уравнений квантовой механики к 
уравнениям Гамильтона-Якоби классической механики. Кроме того, такие преобразования 
широко используются в радиофизике, электронике, в физике плазмы. Во всех этих случаях 
системы уравнений, которые описывают изучаемый процесс в новых переменных, содержат 
области, в которых нарушается теорема единственности. С этими областями могут быть связаны 
особенности динамики изучаемых процессов. Ниже на примере нелинейного взаимодействия 
трех волн в нелинейных средах (в частности, в плазме), покажем, какие при этом могут возник-
нуть особенности.

Для определенности будем следовать результатам, которые изложены в [7]. В этой моногра-
фии получена система уравнений, описывающая динамику комплексных амплитуд трех взаимо-
действующих волн в плазме. Эту систему уравнений можно представить в следующем виде:

	 0 1 2 3cosx x x x=- , 1 0 2 3cosx x x x= , 2 1 0 3cosx x x x= ,	  (33)

	 0 1 0 2 2 1
3 3

2 1 0

sin cosx x x x x xx x t
x x x

w d w
é ù
ê ú=D - + - +ê ú
ë û

 .

Здесь { }; 0;1;2;k kx a k= =  — модули комплексных амплитуд взаимодействующих волн; 

3 0 1 2x tj j j w= - - +D × ; { }; 0;1;2k kj =  — действительные фазы взаимодействующих волн.

Если 0wD = ; 0d= , то система уравнений (33) имеет следующие интегралы:
	 2 2

0 1 1 constx x M+ = = , 2 2
0 2 2 constx x M+ = = . 	  (34)

Система уравнений (33) при 0d=  детально изучена во многих работах и монографиях. Ниже 
нас будет интересовать влияние именно этого малого добавочного возмущения на динамику вза-
имодействия волн. Из вида системы (33) видно, что в точках фазового пространства, где модули 
амплитуд взаимодействующих волн стремятся к нулю, теорема единственности будет нару-
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шаться. Кроме того, из этой же системы видно, что координаты этих точек являются решениями 
системы (33). Особыми решениями. В реальной динамике взаимодействия волн фазовые траек-
тории только приближаются к этим точкам. Ситуация во многом аналогична той, которая была 
описана в предыдущем разделе относительно задачи Кеплера. При прохождении фазовых траек-
торий вблизи этих точек незначительные, чаще всего малые, неучтенные силы, могут приводить 
к радикальному изменению динамики. Эти особенности необходимо иметь в виду. Чтобы проил-
люстрировать такое влияние малых сил, рассмотрим динамику системы уравнений (33) при 
наличии малого периодического возмущения.

Сравним динамику системы (33) в отсутствии малого возмущения и при его наличии. Началь-
ные условия для всех случаев выберем в неустойчивой зоне: 

	 0 1 2 30.999, 0.01, 0.044, 0.01x x x x= = = =- , 0wD =  (m = 14; TOL = CTOL = 10–5).

Прежде всего, рассмотрим случай отсутствия возмущения ( 0d= ). Результаты численного 
исследования системы (33) в этом случае представлены на рис. 9, 10. На этих рисунках представ-
лена характерная динамика изменения модулей взаимодействующих амплитуд, а также их стати-
стическая обработка (спектры и автокорреляционная функция). Видна хорошо известная регу-
лярная временная динамика взаимодействующих волн: модули амплитуд периодически меня-
ются. Спектры узкие, корреляционная функция осциллирует, но максимальная амплитуда ее не 
меняется. 

а) б)

в)

Рис. 9. Зависимость амплитуды 
распадающейся волны от времени (а),  

вид спектра переменной 0x  (б), 

автокорреляционная функция  
переменной 0x  (в).

На рис. 11а видно хорошее выполнение закона сохранения 1 constM = . При выбранных началь-

ных значениях амплитуды взаимодействующих волн достаточно близко приближаются к обла-
сти нарушения теоремы единственности. Можно ожидать, что при недостаточной точности про-
ведения численных расчетов амплитуды будут попадать в эти области и, как результат, динамика 
может стать нерегулярной. Действительно, такой процесс имеет место. Однако сконцентрируем 
свое внимание на том случае, когда точность расчета высока, но на систему может действовать 
малая, в модели неучтенная внешняя сила. 
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а) б)

в)

Рис. 10. Зависимость амплитуды 
распадающейся волны от времени (а),  

вид спектра переменной 0x  при наличии 

возмущения (б), автокорреляционная  
функция переменной 0x  (в).

Такая ситуация представляет наибольший интерес, так как высокая степень численных рас-
четов может приводить к необоснованной уверенности, что в своих исследованиях получаем 
правильную динамику. Видим, что очень малые внешние силы могут серьезно нарушить эту 
динамику. Проиллюстрируем сказанное выше расчетами системы уравнения (33) при учете 
малого внешнего возмущения. Будем считать, что амплитуда этого возмущения и его частота 
равны 0.001, 1d w= = . Результаты расчетов этой системы приведены на рис. 10. Из этих рисунков 
видно, что динамика уже стала менее регулярной. Спектры значительно расширились, а корреля-
ционная функция достаточно быстро спадает. Все это говорит о том, что в данных условиях учет 
даже незначительных внешних добавочных сил может приводить к качественному изменению 
динамики взаимодействия волн. Рисунок 11 демонстрируют изменения величины 1M . В отсут-

ствии возмущения эта величина является интегралом и практически не меняется. При наличии 
возмущения (см. рис.  11б) эта величина изменяется только на величину пропорциональную 
этому возмущению.

	 а)	 б)
Рис. 11. Демонстрация закона сохранения 1 constM =  (а),  

изменение величины 1M  при наличии возмущения (б).
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4. Хаотическая динамика, порождаемая линейными системами.  
Пример: Динамика трех связанных линейных осцилляторов
Второй пример, который хотим рассмотреть, относится к возникновению динамического 

хаоса в линейных системах. На этом примере постараемся найти те дополнительные условия, 
которые необходимы для реализации режимов с динамическим хаосом. В [8–10] было показано, 
что многие динамические системы, которые описываются системой линейных уравнений, могут 
иметь режимы с динамическим хаосом. Такая возможность возникала в тех случаях, когда в исход-
ных линейных дифференциальных уравнениях делалась замена зависимых переменных.  
Причем, эта замена была такова, что исходная линейная система уравнений превращалась в 
систему нелинейных уравнений. Режимы с динамическим хаосом в таких нелинейных системах 
широко распространены. Ниже покажем, что возможной причиной динамического хаоса в таких 
системах являются именно введенные замены переменных. Якобиан таких преобразований в 
определенных точках фазового пространства обращается в бесконечность. Это, по-видимому, и 
определяет хаотическую динамику изучаемых линейных систем.

Предполагаемую модель возникновения хаоса рассмотрим на наиболее простом примере.  
Рассмотрим случай динамики трех взаимодействующих линейных осцилляторов. Будем считать, 
что два из них одинаковые, а частота третьего слегка отличается от частоты первых двух  
( 1 0 2,w w w w w w= = = +D ). Кроме того, будем считать, что коэффициенты связи между осцилля-

торами малы. В этом случае динамика таких осцилляторов будет описываться следующей систе-
мой уравнений:

	

( )

0 0 1 1 2 2

1 1 1 0

2 2 2 0

,
,

1 ,

q q q q
q q q

q q q

m m

m

d m

+ =- -

+ =-

+ + =-







 	  (35)

где	 , , 2 /dqq t
d

t w d w w
t

º = º D , 

		  2/i im m wº , 1, 1im d  .

В (35) введены безразмерные коэффициенты связи. Так как правые части (коэффициенты 
связи) системы уравнений малы, то решение системы уравнений (35) удобно искать в виде

	 ( )( )expi i iq A i tt w= . 	  (36)

В решении (36) зависимость комплексных амплитуд ( )iA t  от времени обусловлена наличием 

связи между осцилляторами. В том случае, когда эта связь мала, можно считать, что эти ампли-
туды являются медленно меняющимися функциями. В этом случае для нахождения медленно 
меняющихся комплексных амплитуд можно воспользоваться методом усреднения. В результате 
получим следующую систему укороченных уравнений для нахождения этих амплитуд:

	 0 1 1 2 22 exp( )iA A A im m dt=- - , 

	 1 1 02iA Am=- , 	  (37)

	 2 2 02 exp( )iA A im dt=- - .

Из (37) следует следующая связь между квадратами комплексных амплитуд

	 ( )2 2 2
0 1 2 2 0 22 sind A A A A A

d
m dt

t
é ù- - =ê úë û .

Из этого соотношения следует, что если расстройка по частоте равна нулю ( 0d= ), то система 
(37) имеет всего одну степень свободы. Развитие хаотической динамики в такой системе воз-
можно только при наличии особых решений. Рассмотрим более общую ситуацию, когда исполь-
зованная замена не только порождает особые решения, но приводит к возникновению нелиней-
ных резонансов и к возможности их перекрытия. Ниже увидим, что именно расстройка опреде-
ляет расстояние между нелинейными резонансами.
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Для дальнейшего анализа динамики комплексных амплитуд ( )iA t  представим их в виде

	 ( ) ( )exp( ( ))i iA a it t j t= . 	  (38)

Здесь ia , ij  — действительные амплитуды и действительные фазы.

Именно замена комплексных амплитуд ( )iA t на действительную амплитуду и фазу, как увидим 

ниже, по-видимому, является источником динамического хаоса. Якобиан такого преобразования 
в некоторых точках обращается в бесконечность. Однако, как увидим на примере образования 
каустик (см. раздел 5), этого условия недостаточно для реализации режима с динамическим  
хаосом. Поэтому ниже найдем дополнительные условия, которые в данной задаче приведут  
к его развитию. 

Подставим (38) в (37). Тогда для нахождения действительных амплитуд и фаз, получим следу-
ющую систему уравнений:

	 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 2 2 1/2 sin /2 sina a am m=- F - F ; ( ) ( )1 1 0/2 sina am= F ,

	 ( ) ( )2 2 0 1/2 sina am= F : ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2
1 2 1

1 0 0

/2 cos /2 cosa a a
a a a

m m
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷F= - F - Fç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

 , 	  (39)

	 ( ) ( ) ( ) ( )0 2 1
1 2 1 1

2 0 0

/2 cos /2 cosa a a
a a a

m m d
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷F = - F - F +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

 ,

где 1 0 1 2 0,j j j j dtFº - F º - + .

Из первых трех уравнений этой системы следует следующий интеграл:
	 2 2 2

0 1 2 consta a a+ + = . 	  (40)

Интеграл (40) практически является интегралом энергии и указывает, что энергия от одного 
осциллятора может переходить ко второму или третьему осциллятору и наоборот. Динамика 
такой перекачки, в общем случае, может быть сложной. Система уравнений (39) является упро-
щенной системой по сравнению с исходной системой (35). Однако эта система является нелиней-
ной. В принципе, динамика такой системы может быть хаотической.

Критерий возникновения динамического хаоса
Представляет интерес найти аналитические условия, при выполнении которых динамика 

нелинейной системы (39) будет хаотической. Для этого вначале предположим, что имеется 
только два осциллятора — первый и второй. Третий осциллятор отсутствует ( 2 0A = ). В этом слу-

чае из системы уравнений (39) следует
	 2 2

0 1 constA A- = . 	  (41)

В этом случае динамика комплексных амплитуд 0A  и 1A  очень простая. Они осциллируют с 

частотой /2m . Динамика же действительных амплитуд ia и действительных фаз F  и 1F  значи-

тельно более сложная. Действительно, из системы (39) можно получить следующее уравнение 
для нахождения фазы F

	
( ) ( )

( )
2 22 2 2 22

0 1 0 11
2 2
0 1

sin 2
8

a a a a
a a

m
é ù+ + -ê ú

F=- ê ú F
ê ú
ê úë û

 . 	  (42)

Уравнение (42) представляет собой уравнение математического маятника, амплитуда кото-
рого, в свою очередь, описывается первыми двумя уравнениями системы (39). Таким образом, 
для определения фазы F  получили достаточно сложное нелинейное уравнение. Впрочем, в слу-
чае существования только двух связанных осцилляторов, качественно знаем динамику поведе-
ния действительных амплитуд ia . Она заключается в том, что, если в начальный момент времени 

колебался первый осциллятор, а амплитуда колебаний второго была достаточно мала, то по исте-
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чении времени 1~ 2/t m  амплитуда первого будет стремиться к нулю, в то время как амплитуда 

второго достигнет своего максимального значения, равного единице. При этом квадратная 
скобка в уравнении (42) по абсолютной величине будет всегда больше единицы. Таким образом, 
минимальную ширину нелинейного резонанса можно оценить величиной 1~mD .

Рассмотрим теперь ситуацию, когда отсутствует второй осциллятор ( 1 0A = ). При этом проис-

ходит взаимодействие первого и третьего осцилляторов. Уравнение для фазы 1F  в этом случае 

будет иметь вид

	
( ) ( )

( ) ( )
2 22 2 2 2 2 22

0 2 0 2 0 22 2
1 1 12 2

0 20 2

sin 2 sin
8 2

a a a a a a
a aa a

m m d
é ù æ ö+ + -ê ú - ÷ç ÷F =- ê ú F - Fç ÷ç ÷çê ú è øê úë û

 . 	  (43)

Уравнение (43) отличается от уравнения (42), прежде всего, наличием последнего члена, кото-
рый обусловлен наличием расстройки частот взаимодействующих осцилляторов. В отсутствии 
этой расстройки уравнение (43) переходит в уравнение (42) при естественной замене 2 1a a® . 

Уравнение (43) также представляет собой уравнение нелинейного осциллятора, структура кото-
рого, однако, значительно более сложная, чем структура нелинейного осциллятора (42). Однако и 
в этом случае знаем качественную динамику действительных амплитуд ia . Поэтому, также как и в 

предыдущем случае, можем оценить минимальную ширину нелинейного резонанса 1 2~mD .

Естественно ожидать, что когда нелинейные резонансы пересекутся, т. е. когда будет выпол-
нено условие( )1 2m m d+ > , то динамика системы (39) будет хаотической. Численные расчеты 

системы (39) полностью подтверждают этот вывод (см., например, [8–10]). Действительно, спек-
тры динамики при выполнении этих условий оказываются широкими, корреляционные функции 
быстро спадают, главные показатели Ляпунова положительны.

5. Мера — критерий возникновения хаотической динамики при замене переменных
Рассмотренные выше примеры являются достаточно простыми. Известен аналитический вид 

интегральных кривых этих систем. Этот факт позволил определить решения, в которых теорема 
единственности не выполняется. В более сложных случаях такая возможность возникает довольно 
редко, поэтому хотелось бы найти более простые и общие критерии, которые позволят опреде-
лить области фазового пространства, в которых возможно проявление элементов непредсказуе-
мости. Одна из возможностей заключается в использовании меры. Действительно, введем меру 
«отрезка» xD

 : ( )ip x xmD = ×D
  . Здесь ( )ip x  — плотность вероятности нахождения изображающей 

точки в этом отрезке. Пусть в результате временной динамики рассматриваемой системы точка ix  

переходит в точку z . Таким образом, имеем ( )iz f x=
  - образ точки ix ; ix - прообраз точки z . Прооб-

разов может быть много. Рассмотрим теперь некий «отрезок» zD
 : ( /2; /2z z z zé ù-D +Dë û

    ).  

Мера этого отрезка теперь будет определяться формулой
		  ( ) ( )z i i

i
g z z p x xmD = ×D = ×Då    . 	  (44)

Здесь ( )g z - плотность вероятности нахождения изображающей точки в фазовом объеме zD
 .  

Из этой формулы находим выражение для плотности ( )g z

	 ( )( ) ( ) i i
i

i i i

x p xg z p x
z J

D
= =

Då å
 

 



. 	  (45)

Здесь iJ  — якобиан преобразования новых переменных через старые переменные.

Формула (45) практически является формулой Перрона-Фробениуса. Из этой формулы видно, что 
в тех областях, где якобиан преобразования будет иметь какие-то особенности (например, обра-
щаться в бесконечность или в ноль), можно ожидать, что соотношения между исходными плот-
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ностями вероятностей и преобразованными станут неопределенными. Эти области могут быть 
источниками динамического хаоса.

Рассмотрим в качестве примера наиболее часто используемую и наиболее важную замену. 
Пусть имеется зависимая переменная ( ),x A A¢ ¢¢=

 . Здесь A A iA¢ ¢¢= + . Произведем замену 

	 ( )expA A iA a ij¢ ¢¢= + = × . 

Здесь a  — модуль комплексной амплитуды A , 2 2a A A¢ ¢¢=± + . ( )/arctg A Aj ¢¢ ¢=  — фаза этой 

переменной. Легко проверить, что в этом случае 1/J a= . Таким образом, если 0a® , то попадаем 
в область непредсказуемости. Этот результат соответствует тому результату из предыдущего 
раздела, что при таких преобразованиях точки фазового пространства, в которых 0a® соответ-
ствуют точкам особых решений.

Отметим также, что рассмотренное преобразование описывает переход от квантового рассмо-
трения к классическому. При этом условие 0a®  соответствует стремлению к нулю скорости 
частицы. Этот факт соответствует известному результату, что переходы от квантового рассмо-
трения к классическому рассмотрению для частиц с нулевыми скоростями не корректен.

Выше было рассмотрено преобразование, которое наиболее часто встречается в физике, осо-
бенно в радиофизике. Кроме этого преобразования часто используют преобразование, которое 
переводит линейное уравнение второго порядка к уравнению Риккати. Это уравнение первого 
порядка, но уже нелинейное. Можно ожидать, что при такой замене переменных также могут воз-
никнуть хаотические режимы. Покажем, что замена, которая приводит к уравнению Риккати, 
эквивалентна той, которая использована выше. Действительно, пусть имеем уравнение 

2 0x x+W = . Используем замену 0 /x x x=  . Тогда это линейное уравнение преобразуется в нели-

нейное уравнение Риккати
	 2 2

0 0x x=- -W . 	  (46)

Заметим, что старая зависимая переменная связана с новой зависимой переменной 
соотношением

	 0
0

( ) exp ( )
t

x t a x t dt= × ò .

Представим комплексную функцию 0x  в таком виде 0 ( ) ( )x i t i ta d= W+ + . Здесь 0Re xa= , 

0( ) Imt xdW+ = . Тогда выражение для старой зависимой переменной можно переписать так

	 ( ) ( )exp( ( ))x t A t i t i tb= W + . 	  (47)

Здесь 	
0

( ) exp
t

A t a dta
æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷è ø
ò , 

		  consta= , 

		
0

( ) ( )
t

t t dtb d=ò .

Легко видеть, что выражение для старой комплексной переменной ( )x t  через новые перемен-
ные совпадает с выражением, которое было использовано выше.

В качестве еще одного примера рассмотрим образование каустик в геометрической оптике. 
Решения дифференциальных уравнений в геометрической оптике могут быть представлены в 
следующем виде:

	 ( , , )r R sx h=




, ( , , )p P sx h=




. 	  (48)
Здесь ( )r r s=

 

 — траектория луча; p


 — импульс луча; , ,sx h  — лучевые координаты луча.
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Отметим, что лучевые координаты определяются на поверхности источника лучей. Причем, 
можно считать, что координаты x  и h  «нумеруют» лучи, которые покидают исходную поверх-
ность, а координата s  определяет длину дуги луча. Уравнения (48) определяют семейство лучей, 
которое порождается заданным распределением поля на исходной поверхности. Можно сказать, 
что уравнения (48) описывают связь лучевых координат с декартовыми координатами. При этом, 
как известно, на каустиках якобиан преобразования декартовых координат через лучевые коор-
динаты должен обращаться в ноль (см., например, [9]). Дальнейшая траектория лучей, прошед-
ших через каустику, будет таковой, что ее детерминант преобразования декартовых координат 
через каустические координаты будет обращаться в бесконечность. При этом, если при подходе к 
каустикам динамика лучей была полностью детерминированной, т. е. ее плотность вероятности 
можно выразить через дельта-функцию: ( )~ ( ( ))i i ip x x x td -

   , то в соответствии с формулой (45) 

плотность вероятности ( )g z  в окрестности каустик становится неопределенной. 
Таким образом, находясь в рамках геометрической оптики, на каустиках можно терять некото-

рую информацию об индивидуальных лучах. Следует однако обратить внимание, что на каусти-
ках происходит группировка лучей только в конфигурационном пространстве. В общем случае, 
лучи, входящие в каустику, имеют разные наклоны (импульсы). Более того, если уравнения, кото-
рые описывают динамику лучей, являются гамильтоновскими, то сжатие конфигурационного 
пространства автоматически приводит к расширению этого пространства в импульсном направ-
лении.  
Как результат, полный фазовый объем должен сохраняться. Поэтому одной потери информации 
при прохождении каустик еще недостаточно, чтобы, в целом, динамика систем была хаотичной. 
Нужны какие-то дополнительные условия на то, чтобы режим с динамическим хаосом реализо-
вался. Здесь ситуация аналогична той, которая возникает при возникновении режима с динами-
ческим хаосом при реализации механизма дефокусировки в теории бильярдов. Как известно, 
механизм дефокусировки приводит к режиму с динамическим хаосом только в том случае, когда 
процесс дефокусировки преобладает над процессом фокусировки лучей. Именно эти условия 
формулируются в механизме дефокусировки.

6. Скрытая динамика
В настоящем разделе, на простом примере, показано, что практически любая регулярная функ-

ция может быть представлена в виде некоторой комбинации функций, динамика которых хао-
тична. Для этого рассмотрим такую систему обыкновенных дифференциальных уравнений

	 x y= , y x=- . 	  (49)
Эта система представляет собой уравнения линейного осциллятора. Будет интересовать слу-

чай, когда эти переменные представляют собой комплексные функции, и найти такие замены 
переменных, которые дадут возможность определить динамику реальных и мнимых составляю-
щих этих переменных. Кроме того, нас будут интересовать такие замены, которые приводят к 
возникновению хаотической динамики. Если воспользоваться тривиальной заменой R Ix x ix= + , 

R Iy y i y= + × , то, как легко видеть, действительные и мнимые компоненты разделяются. 

Действительно
	 R Rx y= , R Ry x=- , 	  (50)

	 I Ix y= , I Iy x=- . 	  (51)

В этом случае динамика реальной и мнимой частей представляют собой динамику линейного 
осциллятора. Новой динамики не возникает.

Новая динамика возникает при другой замене зависимых переменных. А именно при заменах
	 ( )0 2expx x i x= × ×  ( )1 3expy x i x= × × . 	  (52)

Здесь ( )kx t - действительные функции; { }0,1,2,3,k = .
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Подставляя (52) в (49), получим следующую систему ОДУ для нахождения новых зависимых 
переменных ( )kx t :

	 ( )0 1 3 2cosx x x x= - , ( )1 0 3 2cosx x x x=- - , 

	 ( )1
2 3 2

0

sinxx x x
x

= - , 	  (53)

	 ( )0
3 3 2

1

sinxx x x
x

= - . 

Эти четыре уравнения можно переписать в виде трех уравнений

	 0 1 cosx x= F , 1 0 cosx x=- F , 0 1

1 0

sinx x
x x

æ ö÷ç ÷F= - × Fç ÷ç ÷çè ø
 . 	  (54)

Здесь 3 2x xF= - .

Кроме того, из первых двух уравнений системы (53) или (54) видно, что эти системы имеют 
следующий интеграл:

	 2 2
0 1 constx x+ = . 	  (55)

Таким образом, система уравнений (54) имеет всего одну степень свободы. Исходная система 
(49) также имела одну степень свободы.

Вернемся к (53). Легко видеть, что эта система имеет решение 0 1 0x x= = . Это особое решение 

(в точках этого решения условия теоремы единственности нарушаются). В соответствии с (55) 
такое решение будет реализовано только при нулевых начальных условиях. При других началь-
ных условиях система только периодически будет попадать в точки особого решения. Как только 
она попадает в точку, например 0 0x = , то соответствующая фаза ( 2x ) становится неопределен-

ной. Она случайным образом либо не меняется, либо меняется (скачком) на величину p . Эта осо-
бенность динамики амплитуды и фазы демонстрируется на рис. 12. На рис. 12а видно, что при 
прохождении нулевого значения производная зависимой переменной либо не меняется, либо 
обращается в ноль. В соответствии с этой особенностью динамики амплитуды, в те же моменты 
времени, фаза 2x  либо не меняется, либо меняется на величину p . Рисунок 12б показывает, что 

скачки фазы соответствуют точкам обращения в ноль производной амплитуды при ее прохожде-
нии точки ноль. Видно также, что высота ступенек в точности равна p .

	 а)	 б)
Рис. 12. Характерная зависимость переменной 0x  (амплитуды) от времени (а),  

характерная зависимость переменной 2x  (фазы) от времени (б).

Эта особенность в динамике прохождения нулевой точки амплитуды 0x  находится в полном 

соответствии с тем, что, как показано в предыдущем разделе, в этих точках рождается неопределен-
ность. Система случайным образом выбирает возможные для нее пути дальнейшей динамики. 
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В нашем простейшем случае таких путей только два: либо непрерывная динамика, либо дина-
мика со скачком фазы на p . Следует сказать, что выбор во всех случаях случайный. Он зависит от 
точности проводимых исследований. Малейшее изменение в параметрах численных расчетов 
меняет расположение точек, в которых меняется динамика. Тот факт, что эти скачки являются 
случайными отражается в поведении автокорреляционной функции как для амплитуды, так и 
для фазы. Характерный вид автокорреляционной функции для амплитуды представлен на 
рис. 13. Из рисунка видно, что автокорреляционная функция достаточно быстро спадает.

Рис. 13. Автокорреляционная функция переменной 0x .

Наиболее важным интересным является тот факт, что, несмотря на случайную динамику 
новых зависимых переменных, некоторая комбинация этих переменных ведет себя вполне регу-
лярно. Действительно, если все проведенные замены и проведенный численный анализ вполне 
адекватны друг к другу, то из новых зависимых переменных можно сконструировать функцию, 
которая полностью совпадает с исходными зависимыми переменными: 

	 0 2sin( ) x IF x x= × º ,

	 0 2cos( ) xRG x x= × º . 

Такая комбинация должна иметь регулярную динамику. В этом случае,  
несмотря на тот факт, что переменные 0x и 2x  ведут себя случайно, функции должны G  и F  быть 

регулярными. Более того, их динамика должна совпадать с динамикой функций Rx  и Ix .  

Именно такая динамика этих функций наблюдается. Этот факт иллюстрируется рис.  14.  
Легко увидеть, что эта динамика полностью совпадает с динамикой функций Rx  и Ix . Отметим, 

что приведенные расчеты проводились при следующих начальных условиях: 
	 0 0.99999x = , 3

1 1.999 10x -= × , 

	 2 0.1x = , 3 0x = .

	 а)	 б)
Рис. 14. Зависимость функции G  от времени (а), зависимость функции F  от времени (б). 
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Таким образом, видно, что даже самая простая регулярная функция ( )sin tw ×  или ( )cos tw ×  

может быть представлена в виде произведения двух функций, динамика каждой из которых 
является хаотической. Этот факт будет называться скрытой динамикой. Легко также увидеть, 
что и значительно более сложные регулярные функции также могут быть представлены в виде 
некоторой комбинации функций со случайной динамикой. Следует заметить, что такой резуль-
тат, в некотором смысле, не является неожиданным. Действительно, известно много физических 
систем, динамика которых хаотична (динамический хаос), однако некоторая комбинация пере-
менных этой системы оказывается вполне регулярной или даже просто постоянной. В последнем 
случае имеем дело с интегралом изучаемой физической системы. В качестве примера можно ука-
зать на интегралы, которые характеризуют движение заряженных частиц во внешнем постоян-
ном магнитном поле и в поле внешних электромагнитных волн.

7. Хаотическая динамика квантовых систем
Анализируя полученные выше результаты, может возникнуть такой вопрос: «Что полезного в 

том факте, что регулярные функции могут быть представлены в виде комбинации нерегулярных 
функций?» Очевидно, полезным был бы обратный алгоритм, когда можно, имея нерегулярные 
функции, сформировать из них регулярные функции. Очевидная польза такого разложения 
заключается в том, что его можно использовать для скрытой передачи информации. Укажем на 
другую, по-видимому, наиболее существенную причину, когда разложение регулярных функций 
на нерегулярные компоненты может быть полезным. Такая польза возникает в том случае, когда 
анализируется достаточно сложная линейная система. Например, сложная квантовая система. 
При анализе этой сложной системы можно поступать следующим образом. Прежде всего, с помо-
щью подходящей заменой зависимых переменных линейную систему переводят в систему нели-
нейных уравнений. В большинстве случаев анализировать нелинейную систему сложнее, чем 
анализировать исходную линейную систему. Однако в тех случаях, когда нелинейная система 
позволяет указать на область параметров, которые соответствуют возникновению режимов с 
хаотической динамикой, то для анализа нелинейной системы (соответственно, для анализа 
исходной линейной системы) можно воспользоваться всем арсеналом статистической физики. 
Следует также заметить, что замена типа (32) или (38) является характерной для квантовых 
систем. Действительно, динамика квадрата амплитуды описывает динамику вероятности нахож-
дения квантовой системы в том или ином состоянии. Чтобы проиллюстрировать описанную 
выше возможность использования такого алгоритма анализа квантовых систем, ниже будет рас-
смотрена одна из простых, но достаточно важных квантовых систем. Конкретно будет рассмо-
трена трехуровневая квантовая система, которая находится под воздействием внешнего возму-
щения. Будет рассматриваться такая задача в рамках традиционного подхода теорий возмуще-
ний. Ниже будет видно, что сформулированный алгоритм анализа рассматриваемой системы 
позволяет получить новые физические результаты. А именно, будет показано, что под воздей-
ствием внешнего низкочастотного возмущения в пространстве энергии для квантовой системы 
возможна диффузия. Причем, энергия, которую приобретает квантовая система за определенный 
интервал времени, может оказаться значительно большей, чем та энергия, которую получает 
квантовая система в результате многофотонных переходов.

Постановка задачи. Основные уравнения
Рассмотрим квантовую систему, которая описывается гамильтонианом
	 0 1

ˆ ˆ ˆ ( )H H H t= + . 	  (56)

Второе слагаемое в правой части описывает возмущение. Волновая функция системы (56) под-
чиняется уравнению Шредингера, решение которого будем искать в виде ряда по собственным 
функциям невозмущенной задачи
		  ( ) ( ) exp( )n n n

n
t A t i ty j w= × ×å , 	  (57)

где 	 /n nEw =  , 0
ˆn

n n ni H E
t
j

j j
¶

= = ×
¶

 .
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Подставим (57) в уравнение Шредингера и обычным образом получим систему связанных 
уравнений для нахождения комплексных амплитуд nA

		  ( )n nm m
m

i A U t A× = ×å

 , 	  (58)

где
	  	 1

ˆ ( ) exp[ ( )/ ]nm m n n mU H t i t E E dqj j*= × × × × × - ×ò  .

Рассмотрим наиболее простой случай гармонического возмущения
	 1

ˆ ˆ( ) exp( )H t U i t= × W . 

Тогда матричные элементы взаимодействия приобретут следующее выражение:
	 exp{ [( )/ ]}nm nm n mU V it E E= - +W

, ˆ
nm n mV U dqj j*= × ×ò . 	  (59)

Рассмотрим динамику трехуровневой системы ( 0 , 1 , 2 ). Будем считать, что частота внеш-

него возмущения и собственные значения энергий этих уровней удовлетворяют соотношениям
	 1, 0m n= = ,  1 0E EW= - , 

	 2, 0m n= = , 	  (60)

	 2 0( ) E EdW+ = - ,  d W . 

Эти соотношения указывают на тот факт, что частота внешнего возмущения является резо-
нансной для переходов между нулевым и первым уровнями, а энергия третьего уровня мало 
отличается от энергии второго. Используя эти соотношения в системе (58), можно ограничиться 
тремя уравнениями

	 0 01 1 02 2 exp( )i A V A V A i td× × = + × × ×

 , 

	 1 10 0i A V A× × = , 	  (61)

	 2 20 0 exp( )i A V A i td× × = × - × ×

 . 

Пусть матричные элементы взаимодействия прямого и обратного переходов равны  
( 0 0 , ( 1;2)i iV V i= = ). Тогда из (61) находим следующую связь между квадратами комплексных 

амплитуд nA :

	 ( )2 2 2
0 1 2 2 0 22 sind A A A A A

d
m dt

t
é ù- - = × ×ê úë û , 	  (62)

где a tt =W × , / ad dº W , 02 /i i aVm = × ×W , /a aUW =  , 0i aV U  — потенциал, в котором создано 

исходное стационарное состояние (например, кулоновский потенциал атома).
Из этого соотношения следует, что если третий уровень совпадает со вторым (двухуровневая 

система, 0d= ), то система (61) имеет всего одну степень свободы. Развитие динамического хаоса 
в такой системе возможно только при наличии особых решений. В общем случае, замены (32), (38) 
и (63) привносят не только особые решения, но и переводят исходную линейную систему к системе 
нелинейных уравнений. Причем, эти уравнения содержат нелинейные резонансы. Ситуация абсо-
лютно аналогична той, с которой сталкивались в четвертом разделе. Резонансы могут перекры-
ваться. Этот факт открывает дополнительную возможность для возникновения хаотической 
динамики. Ниже будет видно, что величина d  определяет расстояние между нелинейными резо-
нансами. Отметим, что полученная система (61) и соотношение между комплексными амплиту-
дами (62) аналогичны тем, которые были получены выше в разделе 4 при анализе динамики трех 
связанных линейных осцилляторов. Дальнейший анализ динамики комплексных амплитуд ( )iA t

будем проводить аналогично тому, как это было сделано в разделе 4, т. е. представим их в виде
	 ( )( ) ( )exp ( )i iA a it t j t= . 	  (63)

Здесь ia , ij  — действительные амплитуды и действительные фазы.



30

Буц В. А.

Новые математические и физические методы

Подставляя (63) в (61) для нахождения действительных амплитуд и фаз, получим следующую 
систему уравнений:

	 ( ) ( )0 1 1 2 2 1sin sina a am m= × × F + × × F , 

	 ( )1 1 0 sina am=- × × F ,  ( )2 2 0 1sina am=- × × F ,

	 ( ) ( )0 1 2
1 2 1

1 0 0

cos cosa a a
a a a

m m
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷F=- - F + Fç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

 , 	  (64)

	 ( ) ( )0 2 1
1 2 1 1

2 0 0

cos cosa a a
a a a

m m d
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷F =- - F + F +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

 , 

где 1 0 1 2 0,j j j j dtFº - F º - + .

Система уравнений (64) аналогична системе уравнений (39).
Из первых трех уравнений этой системы следует следующий интеграл: 
	 2 2 2

0 1 2 consta a a+ + = .

Система уравнений (64) является нелинейной. В принципе, динамика такой системы может 
быть хаотической. Условия возникновения хаотической динамики совпадают с теми, которые 
были выписаны в разделе 4.

Предположим теперь, что условия реализации динамического хаоса выполнены ( )1 2m m d+ > . 

В этом случае изучаемая система будет случайным образом блуждать по трем энергетическим 
уровням. Представляет интерес дать оценку времени перехода системы с одного уровня на дру-
гой. Для оценки времени перехода в стохастическом режиме предположим, что в этом режиме 
корреляции отсутствуют. Тогда, например, для величины среднего квадрата действительной 
амплитуды 1a можно получить следующую оценку: 

	 2 2 2
1 0~ 1a am t£ . 

Таким образом, среднее время переходов между уровнями в стохастическом режиме оказыва-
ется порядка квадрата времени перехода в регулярном режиме:
		  ( )22

01~( ) ~ / Vch r at t W . 

Оно значительно больше времени перехода при регулярных переходах. Однако в стохастиче-
ском режиме возможна диффузия состояния системы по энергетическим уровням. При этом 
время диффузии в пространстве энергий на величину ED  можно оценить величиной

		  ( )2

01~( / ) / Vch aEt D W W  . 

Интересно сравнить это время со временим возбуждения этих уровней при многофотонном 
возбуждении. При многофотонном возбуждении энергетических уровней с нулевого уровня 
на уровни с энергиями в окрестности 0E E+D  время возбуждения будет обратно пропорцио-

нальным квадрату составного матричного элемента 2~1/ Ht . Здесь H  — составной матрич-

ный элемент, который равен сумме произведений отдельных матричных элементов, опреде-
ляющих переходы между промежуточными (чаще всего виртуальными) состояниями. Каждый 
матричный элемент является малой величиной. Это время можно оценить формулой

		  ( )( / )

01~ / V
E

D at
D W

W


 .

Так как можно считать, что 
	 ( / ) 1ED W  , а ( )01/ V 1a×W  , 

то, практически всегда время переходов, обусловленное стохастической неустойчивостью  
значительно меньше времени переходов, вызванных многофотонными процессами. Таким 
образом, как только условия для развития стохастической неустойчивости выполнены,  
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то именно процессы, связанные с ней, будут определять переходы между энергетическими 
уровнями, когда частота внешнего возмущения значительно меньше расстояния между этими 
уровнями ( ED W ).

Заключение
Сформулируем наиболее важные результаты, которые получены в работе.
1.	 Наиболее важным результатом, который описан выше, является доказательство того 

факта, что при анализе динамики физических систем необходимо принимать во внима-
ние наличие особых решений. Отметим, что чем более сложные физические системы 
изучаются, тем большее количество особых решений они имеют. Поэтому результаты, 
полученные выше, прежде всего, существенны для анализа сложных физических систем. 
Отметим, кстати, что линейные системы особых решений не имеют. Этот факт выше не 
был доказан. Однако, используя результаты первого раздела, он легко доказывается.

2.	 Учет особых решений расширяет круг динамических систем, в которых возможны 
режимы с хаотическим поведением. Действительно, как видно было из примеров пер-
вого и второго разделов, хаотическая динамика может проявляться в системах с одной 
степенью свободы и даже в системах, которые полностью интегрируются. Этот резуль-
тат разрушает одну из основных парадигм динамического хаоса о том, что хаотическое 
поведение динамических систем возможно только, если число степеней свободы у них 
больше или равно 1.5.

3.	 Необходимо также отметить, что механизм возникновения хаотической динамики, 
которая обусловлена наличием особых решений, отличается от механизма динамиче-
ского хаоса. Наиболее важным отличием является отсутствие в среднем разбегания 
фазовых траекторий. Они могут вначале (после посещения точек особого решения) 
разбегаться, однако потом могут сближаться. В этом случае усредненный показатель 
Ляпунова может практически не отличаться от нуля. Рассматриваемый механизм воз-
никновения хаотической динамики больше напоминает игральную кость с бесконеч-
ным числом граней, которую бросают в момент попадания фазовых траекторий в 
область особых решений.

4.	 Отметим также, что наличие особых решений требует внимательного анализа соответ-
ствия физической системы с той математической моделью, которая построена для опи-
сания этой физической системы. Действительно, в разделе 3 на примере задачи Кеплера 
было видно, что если фазовые траектории изучаемой математической модели подхо-
дят достаточно близко к области особого решения (не попадая в эту область), то нали-
чие даже очень маленьких, неучтенных при математическом моделировании, сил, 
может радикально изменить динамику изучаемой физической системы.

5.	 Важным результатом, полученным выше, является доказательство возможности пред-
ставить практически любую регулярную функцию в виде некой комбинации функций 
с хаотическим поведением. Отметим, что этот результат является, в некотором смысле, 
обобщением того факта, что многие динамические системы имеют интегралы. Эти 
интегралы содержат комбинацию функций, динамика которых может быть хаотиче-
ской. Примерами могут служить многие задачи динамики частиц в некоторых сложных 
стационарных потенциалах. В этом случае энергия частиц не меняется. Она является 
интегралом. Однако в выражении для энергии содержит координату и скорость 
частицы, которые могут двигаться хаотически.

6.	 Полученные результаты, похоже, могут найти практическое применение. В частности, 
тот факт, что регулярные функции могут быть разложены в комбинацию хаотических, 
может быть использован для скрытой передачи информации. Кроме того, как было 
показано в разделе 7, преобразование сложных линейных систем (трудных для ана-
лиза) в систему нелинейных уравнений с хаотическим поведением позволяет анализи-
ровать эти нелинейные системы (а, соответственно, и исходные линейные) с помощью 
статистических методов. Такой подход может оказаться очень продуктивным, и 
вскрыть некоторые важные особенности динамики исходных линейных систем.



32

Буц В. А.

Новые математические и физические методы

Список литературы
1.	 Lichtenberg, A.J., Lieberman, M. A. Regular and 

Stochastic Motion / Springer-Verlag, 1983. 499p.
2.	 Стеклов В. А.. Основы теории интегрирования 

обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Гостехиздат, 1927. 409c.

3.	 Buts, V.A. Chaotic Motion of Dynamic Systems with 
«One» Degree of Freedom //  Problems of Atomic 
Sciense and Technology. Series: Nuclear Physics 
Investigations. 2012. No. 1 (57). Р. 328–332.

4.	 Samodurov, A.A. Singular Solutions of Difference and 
Differential Equations //  Proceedings of the 
International Scientific Conference «Integration of 
Information and Pedagogical Technologies». Minsk, 
BSU. 2008. Р. 463–466.

5.	 Еругин Н. П. Книга для чтения по общему курсу 
дифференциальных уравнений. Минск. Изда-
тельство Наука и техника. 1970. С. 1–571.

6.	 Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Механика. М.: Наука, 
1965. 204 с.

7.	 Weiland, J., Wilhelmsson, H. Coherent Non-Linear 
Interaction of Waves in Plasmas. Pergamon Press, 
1977. 224p.

8.	 Буц В. А. Хаотическая динамика линейных систем 
//  Электромагнитные волны и электронные 
системы. 2006, Т. 11. № 11. С. 65–70.

9.	 Buts, V.A., Nerukh, A.G. Elements Chaotic Dynamics in 
Linear Systems // The Sixth International Kharkov 
Symposium on Physics and Engineering of 
Microwaves, Millimeter and Submillimeter Waves 
and Workshop on Terahertz Technologies. Kharkov. 
Ukraine. June 25–30. 2007. Vol. 1. Р. 363–365.

10.	 Buts, V.A., Nerukh, A.G., Ruzhytsка, N.N., and  
Nerukh, D.A. Wave Chaotic Behaviour Generated by 
Linear Systems // Springer. Opt. Quant Electron. 
2008. Vol. 40. P. 587–601.

Поступила 17 августа 2015 г.

7.	 Отметим отдельно результат анализа возбуждения многоуровневой квантовой 
системы. В разделе 7 было видно, что, используя элементарные статистические 
оценки, удалось получить важный физический результат. Он заключается в том, что 
обнаружен новый канал многофотонного возбуждения квантовых систем. Этот канал 
вызван хаотической динамикой. При большом количестве поглощенных фотонов 
(при многофотонном возбуждении) этот канал перехода на высокие энергетические 
уровни оказывается эффективнее традиционного многофотонного механизма воз-
буждения квантовых систем.

В настоящей работе основное внимание было сфокусировано на роли особых решений в 
возникновении режимов с хаотической динамикой. Не исключено, что особые решения могут 
быть полезны при вскрытии некоторых новых сторон динамики физических систем.



33

001

Новые математические и физические методы

Роль особых решений при анализе динамики физических систем

The Role of Singular Solutions  
in the Analysis of Physical Systems Dynamics

V. A. Buts

Singular solutions of differential equations sufficiently covered in the mathematical literature.
However, when examining the physical systems, such solutions are not used. In any case, the author 

does not know examples about using singular solutions for studies of physical systems.
In the present work it is shown that singular solution must be taken into account when studying the 

dynamics of physical systems. It turns out that taking into account singular solutions significantly expands 
the range of dynamic systems with chaotic behavior. In particular, there is a system with chaotic behavior, 
which has only one degree of freedom or even completely integrated. There are examples of such systems. 
Thus, taking into account the singular solution violates one of the basic paradigms of dynamical chaos 
that regimes with dynamic chaos may have only systems that have one and a half and a greater number of 
degrees of freedom. Chaos in systems with singular solution differs from dynamic chaos. It occurs only 
when the phase trajectories studied physical system passes through areas of singular solution. Such a 
mechanism of occurrence of chaotic dynamics more like a dice with an infinite number of sides which 
throw at the moment of passage phase trajectories through the area of singular solution.

In this paper also notes that in many physical systems (such as the Kepler problem) parameters of the 
system are such that, despite the availability of singular solution, phase trajectories do not fall in points of 
singular solutions. It turns out that even extremely small unaccounted terms in mathematical model can 
drastically change the dynamics of the physical system. In this case, you need to very carefully analyze a 
mathematical model of a physical system. In this paper also shows that almost any regular function may 
be represented as a combination of functions with chaotic behavior. This result is, in a certain sense is a 
generalization of the well-known fact that the integrals of dynamical systems (eg, energy) with chaotic 
behavior does not change, despite the fact that they are composed of functions (position and velocity) 
that vary randomly. Such expansion of regular functions on a combination of chaotic functions can be 
used in applications. In particular, this decomposition may be used for the hidden communication.

Analysis of singular solution of a physical system may reveal some new aspects of the dynamics of such 
a system. In particular, the paper considers the dynamics of a multilevel quantum system, on which acts 
external perturbation with sufficiently low frequency. In a typical analysis of this system at a sufficiently 
high intensity of this perturbation occurs multiphoton excitation of a quantum system. Analysis of this 
system with taking into account the singular solution allowed to find additional channel excitation: 
chaotic channel. At that, if the number of absorbed photons for multiphoton excitation is small, the new 
channel (chaotic) is less effective than the known channel excitation. However, if the number of photons 
in the multiphoton excitation is large, chaotic channel is more effective.
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Аннотация
Показано, что известные формулы Келлера, полу-
ченные их автором из эвристических соображений, 
и описывающие электромагнитное поле, рассеян-
ное гладким выпуклым металлическим телом в 
области тени и в освещенной области в высокоча-
стотном случае, могут быть выведены непосред-
ственно из обобщенной постановки краевой 
задачи дифракции, в рамках неполного проекци-
онного метода. При этом, в качестве базиса по 
радиальной координате используются ортонорми-
рованные на полу бесконечном интервале функ-
ции Зоммерфельда, цилиндрические функции 
комплексного переменного индекса, зависящие от 
угловой координаты.

Ключевые слова: высокочастотная асимпто-
тика, формулы Келлера, металлическое тело, 
обобщенное решение, проекционный метод, инва-
риантная форма решения

Abstract
It is shown, that well known Keller’s formulas which 
describe electromagnetic field scattered by smooth, 
convex, metal body in the domain of shadow as well 
as in the illuminated domain for short-wave case, 
and derived by their author on using heuristic 
reasons, can be derived directly from generalized 
statement of the boundary-value diffraction problem 
on using non-complete projection approach. At that, 
radial basis functions of the approach are 
orthonormalized Sommerfeld’s functions of radial 
coordinate over the half-infinite interval, cylindrical 
functions with complex variable indexes  of angular 
coordinate.

Key words: high frequency asymptotic, Keller’s 
formulas, metallic body, generalized solution, 
projection approach, invariant form of the solution

Новые математические и физические методы
УДК 538. 574.4

Асимптотическое приближение 
Келлера как следствие обобщенного 
решения краевой задачи дифракции 
волн на гладком выпуклом теле
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Введение
Асимптотические формулы Келлера, описывающие волновую картину высокочастотного 

электромагнитного поля при его рассеянии на гладком выпуклом металлическом теле (в пло-
ском случае для Е–поляризованного возбуждения) были получены их автором в середине про-
шлого столетия как эвристическое обобщение аналогичной картины при дифракции поля точеч-
ного источника (или плоской волны) на металлическом круговом цилиндре или шаре [1], когда 
явное решение в виде ряда Фурье может быть получено классическим методом разделения пере-
менных, с последующим применением к нему преобразования Ватсона, и заменой цилиндриче-
ских функций их асимптотиками Дебая [1]. Альтернативный подход — метод Зоммерфельда [2] 
разложения решения по системе сингулярных частных решений уравнения Гельмгольца строит 
решение в виде быстро сходящегося при высоких частотах ряда и приводит к тому же результату. 
При возбуждении поля падающей плоской волной, в теневой области формула Келлера для 
амплитуды волнового поля, рассеянного металлическим гладким выпуклым цилиндром имеет 
вид приведенный в [1].

Имеющиеся в литературе строгие выводы этих формул достаточно громоздки [3]. Это связано 
с тем, что асимптотические приближения строятся исходя из того, что они должны быть таковыми 
для классического решения краевой задачи. В данной работе показывается, что гораздо проще 
получить эти формулы, если исходить не из классического, а обобщенного решения такой задачи.

Пусть имеется гладкий замкнутый контур L, который будем предполагать выпуклым.  
Это означает, в частности, что любая точка N DÎ  открытой области, ограниченной контуром L, 
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может быть выбрана как начало полярной системы координат, в которой контур L задается одно-
значной зависимостью ( )N Nr r j= . Индекс N, который пока опустим, означает зависимость функ-

ции ( )r j  от начала координат. Пусть aS  — окружность радиуса a, целиком вписанная в L и не 

имеющая с L точек касания (a <  ( )mina
j

r já ). Выбирая центр окружности aS  за начало полярной 

системы координат, рассмотрим две системы функций Зоммерфельда

	 ( )
( ) ( )1

m
mm

H kr
r N

r
n

yn = ,  ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )1

, k

k k

H kr
r N

r
n j

n j j jY = ,

где ( )( )1H xn  — функция Ханкеля первого рода индекса n ,

( ) ( )
( ) ( )

1
2 2

12
m m

m

m

H ka
N

i H kan

pn n

n

ì üï ïï ïï ï=í ýï ï¶ï ïï ïî þ

,  ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

1
2 2

12
k k

k

k

H k
N

i H k
j

n j

pn j r jn
j

r jn

ì üï ïï ïï ï=í ýï ï¶ï ïï ïî þ

 

— нормировочные коэффициенты, а индексы mn и ( )kn j  — корни дисперсионных уравнений

	 ( ) ( )1

m
H ka = 0n , ( )

( ) ( )( )1

k
H k = 0j r jn , 	  (1)

приближенные асимптотические выражения для которых при 1ka , ( ) 1kr j   имеют вид [1]

	 ( )
1

3
exp /3

6m m
kaka i qn p

æ ö÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
, ( ) ( ) ( ) ( )

1
3

exp /3
6k k

k
k i q

r j
n j r j p

æ ö÷ç ÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
, 	

где mq , kq  — корни функции Эйри ( ), 0m kA q = .

Используя стандартную схему доказательства теорем Стеклова [4], нетрудно проверить, что

	 ( ) ( ) ,m p
m pa

r r dry y d
n n

¥

=ò , 

	
( )( )

( ) ( )( ) ,, , k n
k n

r r dr
r j

j j d
n j n j

¥

Y Y =ò ,

то есть, ( ){ }m
ryn  и ( )( ){ },

k
rj jnY  являются ортонормированными системами функций на интер-

валах );aé ¥ë  и ( ) );r jé ¥êë  соответственно (вторая система — при каждом фиксированном значении 

угла j ).

1. Базисность функций Зоммерфельда
Докажем теперь, что система функций ( )(1)

( ) ( ) 0( )
k k

r H k rn j n jy =  является базисом по радиальной 

переменной r в пространстве ( ) )2 ;L r jé ¥êë  при каждом фиксированном значении j  полярного 

угла j , если ( )kn j  являются корнями дисперсионного уравнения (1). Действительно, опера-

тор Лапласа ,r j¢ ¢D , примененный к ( ) ( )1
( ) 0k

H k rn j
¢  приводит, в виду независимости функции от угла 

j¢ , к равенству

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 12
( ) 0 0 ( ) 02, k k

kH k r k H k rr rn j n j

n j
j

æ ö÷ç ÷¢ ¢çD =- - ÷ç ÷¢ ¢ ¢ç ÷è ø
.

Возьмем теперь окружность ( )r jS  с центром в начале координат радиусом ( )r ar j= =  и  

функцию Грина ( ), ; ,G r rj j¢ ¢  внешней задачи для этой окружности, с краевым условием 
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( )
( )

, ; , 0
r

G r r
r j

j j
¢=

¢ ¢ = , удовлетворяющую уравнению

	 ( ) ( ) ( ) ( )2
0

1, ; , , ; ,, G r r k G r r r rr r
j j j j d d j j

j
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢D =- + - -¢ ¢ ¢

,

	 ( ) ( )( )0 0 0; , ; exp
4 n

n

iG r r A inj j j j
¥

=-¥
= -å ,

где	  

( )( ) ( )( ) ( )
( )( )

( )( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )( )

( )( )

1 1
10 0 0 0

01
0

1 1
10 0 0 0

01
0

( )
, ,

( )
, .

n n n n
n

n
n

n n n n
n

n

H k r J k a H k a J k r
H k r r r

H k a
A

H k r J k a H k a J k r
H k r r r

H k a

ìï -ï ¢ ¢ï <ïïïï=íï ¢ ¢-ïï ¢>ïïïïî

В результате применения второй формулы Грина к ( )1
) 0( ( )

k aH rkn
¢  и ( ), ;G r r ,j j¢ ¢  в области 2 \ aR S  

получим	 ( ) ( ) ( )2
1,

k
k ka

G r r r d r ry y
n

¥
¢ ¢ ¢ =ò  , 	  (2)

где

( ) ( )
2

0

1, ; , ;G r r G r r d
r

p

j j j¢ ¢ ¢ ¢= =
¢ ò



( )( ) ( )( ) ( )
( )( )

( )( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )( )

( )( )

1 1
10 0 0 0 0 0 0 0

0 01
0 0

1 1
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0 01
0 0

( )
, ,

4 ( )
, .

H k r J k a H k a J k r
H k r r r

H k ai
r H k r J k a H k a J k r

H k r r r
H k a

p

ìï -ï ¢ ¢ï <ïïïïíï¢ ¢ ¢-ïï ¢>ïïïïî

Умножив равенство (2) на 1 r  и переходя к функциям ( ) ( )ˆ   k kr r ry y= , ортонормирован-

ным в обычном смысле (без веса), преобразуем его к виду

		  ( ) ( ) ( )2
1ˆ ˆ,

k
k ka

G r r r d r ry y
n

¥
¢ ¢ ¢ =ò  , 	  (3)

где 	 ( ) ( )
2

0

1, ; , ;G r r G r r d
r r

p

j j j¢ ¢ ¢ ¢=
¢ ò

 . 	  (4)

С учетом асимптотики ( )1O r  цилиндрических функций при r ®¥  из (4) следует, что ядро 

интегрального оператора в равенстве (3) 

) )( , ) 2 2G r r L a, L a,é é¢ Î ¥ ´ ¥ë ë , 

то есть данный интегральный оператор вполне непрерывен как оператор из ) )â2 2L a, L a,é é¥ ¥ë ë . 

Однако он не является самосопряженным: *A A¹ . В теории несамосопряженных операторов 

известно понятие s–чисел (характеристических чисел) 0km > , при которых существуют нетриви-

альные решения системы Ax ym= , *A y = xm  [5]. Там же сформулирован критерий полноты 

системы собственных и присоединенных элементов оператора A: сходимость ряда

	
1

k
k

rm
-

<¥å , 	  (5)

где 1r³ . Однако равенство (3) задает лишь собственные числа 2
1

kn
 оператора A, а не характери-

стические числа, поэтому критерий (5) неудобен в нашем случае. Но при 1r>  в условии (5) можно 

заменить характеристические числа оператора A на собственные числа действительной *
2

A A+  
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или мнимой *
2

A A
i

-  частей этого оператора [5]. Построим, например, интегральный оператор 
*

2
A A+ с самосопряженным ядром ( ),G r r ¢  = 

( ) ( ), * ,
2

G r r G r r¢ ¢+ 

. 

Выполнив нужные выкладки, получим симметричное ядро

( ),G r r ¢ =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2(1)

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2(1)

0 0

; ,

2
; .

J k r N k a J k a N k r J k a J k r N k a N k r
r r

H k a

rr J k a J k r N k a N k r J k r N k a J k a N k r
r r

H k a

p

ì é ùé ùï ¢ ¢- +ïê ú ê úë û ë ûï ¢<ïïïïïíï é ùé ù¢ ¢ ¢+ -ïê ú ê úë û ë ûï ¢>ïïïïïî
Построенное ядро обладает следующими легко проверяемыми свойствами:

1.	 ( ),G r r ¢  удовлетворяет краевому условию первого рода) ( ), 0
r a

G r r
¢=

¢ = , по r ¢  и r,

2.	 при r( )r ¢ ®¥  имеет порядок убывания ( )1O r- , ( )( )1
O r

-¢ , следовательно является квадра-

тично интегрируемым на ) ), ,a aé é¥ ´ ¥ë ë ,

3.	 непрерывно при 0r r ¢® ± , 

4.	 при r¹ r ¢  удовлетворяет уравнению 

	 2 2 2
0

1
4

d dGr k r G = 0
dr dr

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷+ + ÷ç ç÷ ÷÷çç ÷ è øè ø
,	  (6)

5.	 при 0r r ¢® ±  для ( ),G r r ¢  справедливо равенство 2
0 0

1

r r

dG dG
rdr dr¢ ¢+ -

æ ö÷ç- = ÷ç ÷÷ç ¢è ø
.

То есть, ( ),G r r ¢  обладает всеми свойствами функции Грина краевой задачи для уравнения (6) 

на интервале ),aé ¥ë с предельными условиями ( ), 0
r a

G r r
=

¢ = , ( ) ( )1lim ,
r

G r r O r-

®¥
¢ = .

Поставим спектральную краевую задачу для уравнения (6)

	 L u u = 0l· + ,	  (7)

где l  — спектральный параметр, L — оператор уравнения (6). Частными решениями уравнения 

(7) являются функции 0( )Z k r

r
l . Выбирая в качестве Z

l
 функции Бесселя 0( )J k r

l
, и обозначая

( )0( )J k r
r

r
l

ly= , потребуем выполнения краевого условия ( ) 0
r a

rly =
= , что приводит к дисперси-

онному уравнению относительно спектрального параметра l

	 0( ) 0J k a
l

= 	  (8)

аналогичному уравнению (1).

В высокочастотном случае (при 0 1k a ) корни уравнения (8) являются счетной бесконечной 

системой собственных значений {l n}, приближенные асимптотические выражения для которых 

[1] имеют вид	
1

3
0

0 6n n
k ak a ql

æ ö÷ç» - ÷ç ÷÷çè ø
.	  (9)

Здесь qn  — корни уравнения ( ) 0A q = , ( ) ( )
0

3cosA q y qy dy
¥

= -ò  — функция Эйри. 
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Формула (9) следует из асимптотического приближения

1 3 1 31 6 6( ) ( )J x A x
x x

n
n p

æ ö÷çæ ö æ ö ÷ç÷ ÷ç ç ÷-÷ ÷çç ç ÷÷ ÷ç÷ ÷ç ç ÷è ø è øç ÷÷çè ø
  

функции Бесселя через функцию Эйри, справедливого как для x n> , так и для x n< , и последую-

щего представления	 ( )
1 3 3
2 2 2

1 1
3 3

2 2
3 3 3 3

x x xA x J Jp
-

ì üé ù é ùï ïï ïæ ö æ ö æ öê ú ê úï ïï ï÷ ÷ ÷ç ç çê ú ê ú= +÷ ÷ ÷í ýç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çï ïê ú ê úè ø è ø è øï ïê ú ê úï ïë û ë ûï ïî þ

 

функции Эйри через функции Бесселя индексов 1
3± . Отброшенные члены в приближении (9) 

зависят от n как 1

n

O
q

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
, то есть, неограниченно убывают с ростом n. Обращая в уравнении (7) 

оператор L с помощью функции Грина ( ),G r r ¢ , получаем однородное интегральное уравнение

	 ( ) ( ) ( ),
a

u r G r r u r drl
¥

¢ ¢ ¢= ò ,

то есть, задачу на собственные значения для самосопряженного вполне непрерывного интеграль-

ного оператора с ядром ( ),G r r ¢ . Очевидно, что собственные значения этого оператора совпадают 

с { }1 nl  — обратными величинами собственных значений краевой спектральной задачи (7), (8). 

Заметим при этом, что корни дисперсионного уравнения (8) являются простыми (кратные соб-
ственные значения отсутствуют), что гарантирует отсутствие присоединенных функций. Благо-

даря асимптотическому поведению корней nq  функции Эйри ( )2
3

nq O n  [1] и выражению (9) ряд 

1

nn
rl

-

å  сходится абсолютно и равномерно при 41 3r£ £ , то есть, критерий полноты системы 

функций ( )ˆ
k ry  выполнен. Это позволяет сформулировать следующее утверждение.

Утверждение 1. Система функций 
( ) ( )1

( ) 0
( )

ˆ ( ) k

k

H k r
r

r
n f

n jy =  является ортогональным базисом в 

( )2 ;L r jé é¥ê êë ë  при каждом фиксированном значении f  полярного угла j .

Замечание. Очевидно, что такое же утверждение справедливо и для системы функций

( )
( ) ( )1

m
mm

H kr
r N

r
n

yn = ,

удовлетворяющей краевому условию первого рода (1) на границе круга r a= .

2. Проекционная схема построения обобщенного решения

Рассмотрим разложение базисных функций ( ){ }m
ryn  в ряд Фурье по системе ( )( ){ },

k
rj jnY

	 ( ) ( ) ( )( ),
1

,m km kk
r P rjy j jn n

¥

=

= Yå .

Коэффициенты Фурье ( ),m kP j вычисляются в явном виде

	 ( ) ( ) ( )
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, 2 2
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r
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= =-
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используя квадратуру [6]

	
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
2 2

H x H x H x H x H x H x H x H x
dx x

x
n m n m n m n m

n mn m
- --

= -
+-ò ,

учитывая краевое условие (1), а также рекуррентные соотношения ( ) ( ) ( )1 1
2 Z x Z x Z x
x n n n

n
- += + , 

( ) ( ) ( )1 12Z x Z x Z xn n n- +
¢ = -  для цилиндрических функций. То есть, формула переразложения базиса 

( ){ }
m

rny  в ряд Фурье по базису ( )( ){ },
k

rn j jY  имеет вид

( ) ( ) ( ) ( )( )
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( ) ( )( )

1
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N H k
r k N H k rn j

n n n j

j r j
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=- Y
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.

Или, после преобразования нормировочного коэффициента,

	 ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )

1(1)

1 2 2
1

2
km

m

k

km

k k m

H krN H k
r

r H k
n jn

n

n n j

n jr j
y

r j n j n

¥

=
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å .	  (10)

Оценки скорости сходимости рядов вида (10), которые будут даны ниже, обеспечивают их 
быструю сходимость.

Но это сходимость не в гладкой норме, a в пространстве 2L , так как функции ( )
m

ryn  не обраща-

ются в ноль на L, а функции ( )( ),
k

rj jnY  наоборот обращаются (рис. 1).

Рис. 1. Характер сходимости ряда (10).

Рассмотрим два вида решения краевой задачи для окружности aS  с центром в начале коорди-

нат, лежащей внутри контура L.
1.   Непериодическое по угловой координате решение

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 0 0 0

1

ˆ , ; , ,mm mm
u r r H r H r Aj j j jn n

¥

=

=å ,	  (11)

полученное проекционным методом, эквивалентным методу разделения переменных

		  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0 0

1ˆ , ; , 0
p
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L u r r r r H r rdr
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j j d d j j n
¥ é ù
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где ( )
( )0

0

exp
,

2
m

m
m

i
A

i
n j j

j j
n

-
=  — функция Грина одномерного ОДУ, из которого периодическое 

решение получается в явном виде суммированием всех ветвей непериодического

		  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
0

1 1
0 0 0

1

1cos 2
2 2

, ; ,
2 sin

m

m mm m m

u r r H r H r

j j
n j j p

p
j j n n n pn

¥

=

ì üæ öé ùï ï- ÷ï ïçê ú ÷- - +çí ý÷çê ú ÷çï ïè øë ûï ïî þ=å .	  (13)

Здесь mn  — постоянные индексы, корни первого из уравнений (1); é ù*ë û  — целая часть дроби.
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2.   Непериодическое решение (11), в котором ( )
m

ryn , ( )0m
ryn  представлены рядами вида (10), 

то есть	
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Легко заметить, что решение (11), (13) удовлетворяет уравнению Гельмгольца 

	 ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0 0 0 0

1ˆ ˆ, ; , , ; ,u r r k u r r r r
r

j j j j d d j jD + = - - , 

как классическое решение, и краевому условию ˆ 0
a

u
S

=  (в силу выбора индексов mn , согласно 

(1)), но не удовлетворяет краевому условию ˆ 0
L

u = . Функция (14) наоборот, удовлетворяет этому 

краевому условию, если в формулах (15) положить ( )r r j= и учесть, что индексы ( )kn j , ( )pn j

выбраны согласно (1), но не удовлетворяет уравнению Гельмгольца в классическом смысле.
Однако, решение (11) удовлетворяет счетному набору проекционных равенств (12). То есть, 

	 ( ) ( ) ( )0 0 0 0
1ˆ , ; , 0L u r r r r
r

j j d d j j× - - - =  

как обобщенная функция, ортогональная полному набору ортонормированных базисных функ-

ций ( ){ }p
ryn . Если в проекционных равенствах (12) осуществить переразложение (10) базиса 

( ){ }p
ryn  ( ){ }0p

ryn , и привести ( )0 0ˆ , ; ,u r rj j  к виду (14), то проекционные равенства (12) сохраня-

ются, и ( )0 0ˆ , ; ,u r rj j в представлении (14) будет удовлетворять уравнению Гельмгольца как обоб-

щенное решение, если только характер сходимости рядов (14), (15) допускает применение к ним 
оператора Лапласа.

Рассмотрим вопрос о сходимости этих рядов. Члены ряда в (15) преобразуем, подставив явное 
выражение для нормировочного коэффициента ( )2

kN j , и заменив ( )
( ) ( )( )2

k
H kj r jn  на 

	
( ) ( )

( ) ( )( )1

4

k

i
k H k

j
p r j r j

n


, 

используя выражение для определителя Вронского функций ( )( )1H xn , ( )( )2H xn , а также краевое 

условие (1). Получим

	

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

1 1

1 2 2
1

2

( )

m k
m k

k k m
k

N H k H kr

r H k
j

n j

r j n j
n n

r j n j n
n

¥

=

-
¶ -

å .	  (16)

Так как корни ( ){ }kn j  принадлежат линии нулей функции ( ) ( )( )1H kr jn , приближенно описывае-

мой кривой ( ) ( ) ( )
1

3

exp 3
6

k
k i

r j
n r j p a

æ ö÷ç ÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
, 0 a£ <¥ , на которой асимптотика функции 

( ) ( )( )1H kr jn  при n ®¥  имеет вид ( )1
2O n

- , а функция 
( )

( ) ( )1

k
H kr

jn
, где ( )r r j>  — асимптотику 
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вида 2 2
kre

n
n

pn

-æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
 (см. рис. 2), поскольку корни ( )kn j  расположены левее линии нулей функции 

( )( )1H kr
n

: ( )
1

3
exp 36

kr ikr pn b
æ ö÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø

, 0 b£ <¥  ([1], рис. 101), то коэффициенты ряда (16) при 

k ®¥  имеют оценку

	
( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )

( )( )
( )

( ) ( )( )

1
2

3
2

22 2

2

22
2

( ) (1 ) 1

k
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k k
k

mk k m
k

k

krOkre

O

n j n jn j
n j n jpn j

nn j n j n n j
n j

-

-

æ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ç ÷çè ø è ø

- - G +
 .	  (17)

Рис. 2. Области асимптотических приближений цилиндрических функций  
на плоскости комплексного индекса.

Из оценки (17) следует быстрая сходимость ряда (16). То же самое следует и для аналогичного 

ряда (15) с 0j j= , 0r r= . Что касается ряда (14), то произведение ( ) ( )0 0
ˆ ˆ, ,m mr rj jY Y  имеет по 

индексу m оценку 4
1

m

O
n

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
. Подставляя, как и прежде, явный вид коэффициента 2

mN , приходим к 

выражению для общего члена ряда

	
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )

1 1
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041 1

1 expm m
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m
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H k H k
O i

kaH ka H ka
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n n n
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n j j

n

æ ö÷ç ÷ -ç ÷ç ÷çè ø¶

.	  (18)

При этом, корни mn  принадлежат линии нулей функции ( )( )1H kan , но расположены левее линии 

нулей функций ( ) ( )( )1H kr jn  и ( ) ( )( )1
0H kr jn , так как ( ) ( ){ }0min ,a r j r j< . Кроме того, 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1

1
2m m m

H ka H ka H kan n n- +
é ù= -ê úë û

 , причем, числа 1mn -  расположены левее линии нулей,  

а 1mn +  — правее. 

Поэтому, асимптотическая оценка для производной ( ) ( )1

m
H ka
n
  имеет вид
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( 1) ( 1)
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( 1) ( 1)

.
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2 ( 1) ( 1)
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é ùæ ö æ ö- +ê ú÷ ÷ç ç-÷ ÷ç çê ú÷ ÷÷ ÷ç ç- +è ø è øê úë û
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 

	  (19)
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Учитывая асимптотические оценки сомножителей числителя в (18)

	 ( ) ( )( ) ( )
1 22 m

m
m

m

H k
k e

n
n

r jn pn r j

-æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
 , ( ) ( )( ) ( )

1
0

0

22 m
m

m
m

H k
k e

n
n

r jn pn r j

-æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
 , 

оценку (19), и оценку ( )
3

(1) 2
m

H ka On n n
-æ ö÷ç ÷¶ ç ÷ç ÷çè ø

 , получим для общего члена ряда (14) оценку вида

	

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

02 3
2

2 2 2 14 exp
2 1

m m m

m
m m

k k ka

i O i

n n nr j r j

p n j j
n n n

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ç ç ÷ç÷ ÷ç ç ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ç÷ ÷ æ ö÷ ÷ è øç çè ø è ø ÷ç ÷ -ç ÷ç ÷÷çG + G + è ø
,

показывающую, что этот ряд также является быстро сходящимся.

3. Инвариантная форма обобщенного решения
Имея в виду, что дифракционные асимптотические формулы Келлера записаны в инвариант-

ной форме, не связанной с какой-либо системой координат, преобразуем обобщенное решение 
(14) к такой форме. Введем вначале биполярную систему координат, каждая из которых связана 
с точкой 0M  или точкой M так как показано на рис. 3.

Рис. 3. Биполярная система координат.

Проведем касательную из точки 0M , касающуюся контура L в некоторой точке 0P LÎ . Построим 

окружность 
0MS  радиусом 

0Ma , касающуюся контура L в той же точке 0P  изнутри. Радиус 
0Ma  

пока произволен. Обозначим центр этой окружности через { }0O  и примем его за начало первой 

полярной системы координат. Соответствующие текущие полярные координаты относительно 
{ }0O  естественно обозначать через 

0Mr , 
0Mj . Вторую текущую полярную систему координат, свя-

занную с точкой наблюдения M, построим аналогично, введя окружность MS , радиусом Ma , каса-

ющуюся контура L изнутри в точке P LÎ . Ее начало обозначим через{ }1O DÎ , а полярные коорди-

наты относительно { }1O обозначим через Mr , Mj  (рис. 3).

Далее, рассмотрим произведения ( ) ( )( ) ( )1 ˆ ,mm
H k rr j jn Y  и ( ) ( )( ) ( )1

0 0 0
ˆ ,mm

H k rr j jn Y , где вторые сомно-

жители представлены выражениями (15). Нетрудно убедиться, что при переносе начал биполяр-
ной системы координат в точки { }1O и { }0O выполняется предельный переход

	 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11ˆ ˆ, ,m m Mm MmM

H k r r H kr
aka

r j j jn n æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷è ø

Y ®Y ,	  (20)

	 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 0 0 0

00

1ˆ ,m M
MmM

m
H k r H kr

aka
r j jn n æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

Y ® ,

где правые части являются цилиндрическими функциями с постоянными индексами.
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Действительно, все члены ряда (15) с k m¹  обращаются в ноль, а при k m=  дробь является 

неопределенностью 0
0

 раскрываемую стандартным образом.

Для каждого положения точки наблюдения M (точнее, каждого луча, исходящего из обыч-
ного фиксированного начала координат { }O под углом j ) проекционные равенства (12) запи-

шем в виде

	 ( ) ( ) ( )( )0 0
0ˆ , ; , , 0M M M M M M M

p M
M

L u r r M M r r dr
aa

j j d y
n

¥
é ù× - =ê ú
ë ûò ,	  (21)

где 0 0,M Mr j  — координаты источника относительно текущей системы координат.

Проекционные равенства (21) для каждой точки контура L выписываются, таким образом, 
вдоль луча, исходящего из точки касания этого контура окружностью MS  вдоль нормали к кон-

туру. Выберем в качестве MS  круг кривизны контура L в точке P (рис. 4).

Рис. 4. Текущее направление интегрирования в проекционных равенствах (21).

Представляя в каждой такой текущей полярной системе координат проекционное решение в 
виде

	 ( ) ( ) ( )10

1
,m M M M

Mm m

A H kr
a

j j
n

¥

æ ö÷ç ÷ç ÷= ç ÷è ø
å ,	  (22)

где в амплитудную функцию включены множители ( ) 1
Mka - , ( )

0

1

Mka
-

 из (20), и учитывая,  

что индекс цилиндрических функций не зависит в этом представлении от полярного угла Mj , 

получим для амплитуды ( )0,M MA j j  уравнение

	
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 0

2 0 (1) 0 0
2

,
,

m M

m M M
m M m M M m M M Ma

M

d A
a A N H r

d n

j j
n j j d j j

j
+ = - .	  (23)

В (23) перейдем к натуральному параметру: длине дуги s контура L. Если ( )sÃ  — радиус кри-

визны контура в точке P, то
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
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При этом	  ( ) ( ) ( ) ( )
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2 2 1 M
M M MM M

M

ds d d
r j

r j r j r jj j
r j

æ ö÷ç ÷ç= + = + ÷ç ÷÷çè ø



 .
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В предположении малости логарифмических производных 
( )
( )

M

M

r j

r j



 и 
( )
( )

M

M

r j

r j



 функции ( )Mr j , 

что означает слабую деформированность контура L в сравнении с окружностью, ( ) ( )Ms r jÃ » , 

( )M Mds dr j j» . То есть, ( ) Mds s dj»Ã  и ( )
M

d ds
d dsj

»Ã .

Переходя в уравнении (23) к производным по параметру s, и пренебрегая в этом уравнении 
логарифмическими производными радиуса кривизны ( )sÃ , приходим к ОДУ вида

		
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )( )

( )
( )0

2 (1) 02
0

0 02
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,
, mm Msmm

m

N H krsd V s s
V s s s s

s sds
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d
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,	  (24)

где 	 ( ) ( )
( )

00 ,
, m

m M M

V s s
A

s
j j »

Ã
.

Выписывая решение уравнения (24) в квазиклассическом приближении, получим

	 ( )
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( )( )
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( )( ) ( )( ) ( )( )( )0

0
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exp sgn

,
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ò
.

Тогда, из (22) следует приближенное непериодическое решение вида

	 ( )
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( ) ( )0

0

0

1(1) 0
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å .	  (25)

После суммирования всех ветвей непериодического решения (25), что может быть проделано в 
явном виде аналогично (13), замены цилиндрических функций их асимптотиками Дебая
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( )21 2

2 2

2 exp arccos
4

H kr i kr
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p n
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,

и использования приближения

	 ( )( ) ( ) ( ) ( )
1
3

exp /3
6n n

k s
s k s i qn p

æ öÃ ÷ç ÷çÃ = Ã + ÷ç ÷÷çè ø
,

приходим к формулам Келлера. В частности, асимптотическое приближение в области тени полу-
чаем в виде
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где 
1 33

2 6m m
i k qg
æ ö- ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø

, 0 0( , )S M L , 0 0( , )S M K  — отрезки касательных к границе тела из точки источ-
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ника; 1 1( , )S L M , 1 1( , )S K M  — аналогичные отрезки касательных из точки наблюдения, 0 1( , )S L L , 

0 1( , )S K K  — длины дуг границы тела между соответствующими точками касания, Ã  — радиус 

кривизны границы, S  — периметр границы.
Выделяя традиционным способом [1] в полученном периодическом асимптотическом реше-

нии оптический интеграл, точно также можно получить выражение для дифракционного поля в 
освещенной области.

Суммируя изложенные результаты, сформулируем.
Утверждение 2. Асимптотические высокочастотные приближения Келлера для дифракцион-

ного поля в двумерной внешней задаче возбуждения полем точечного источника гладкого выпу-
клого тела могут быть получены как следствие обобщенного решения краевой задачи, записан-
ного в инвариантной форме, в предположении малой деформированности границы тела по срав-
нению с окружностью, и использования асимптотического квазиклассического приближения 
для построения функции Грина одномерного ОДУ вида (24).

Список литературы
1.	 Хенл Х., Мауэ А., Вестпфаль К. Теория дифракции. 

М.: Мир, 1964.
2.	 Зоммерфельд А. Дифференциальные уравнения 

в частных производных физики. М.: И.Л., 1950.
3.	 Бабич В. М., Булдырев В. С. Асимптотические 

методы в теории дифракции коротких волн. 
М.: Наука, 1972.

4.	 Тихонов А. Н., Самарский А. А. Уравнения матема-
тической физики. М.: Наука, 1977.

5.	 Функциональный анализ / Под ред. С.Г. Крейна. 
М.: Наука, 1972.

6.	 Градштейн И. С., Рыжик И. М. Таблицы интегра-
лов, сумм, рядов и произведений. М:. Физматлит, 
1963.

Поступила 10 ноября 2014 г.

Keller’s asymptotical approximation  
as a consequence of generalized solution  
to the boundary–value problem of the 
diffraction of waves by smooth convex body

V. Ph. Apeltsin

Asymptotic Keller’s formulas that present wave pattern of high-frequency electromagnetic field 
scattered by smooth, convex, metal body (in plane case for E-polarized excitation) were derived by their 
author in the middle of last century as heuristic generalization to the similar pattern for diffraction of the 
point source field (or plane wave) by metal circular cylinder or a sphere. In the latter cases, one can derive 
the solution evidently as Fourier series by classical method of the variables separation with further 
Watsons’ transformation of such a solution and final substitution of cylindrical functions by their Debay’s 
asymptotics. There is also an alternative approach Sommerfeld’s method of the solution expansion into 
the series of singular particular non periodic solutions to the Helmholts equation. It leads to the same 
result rapidly converging series in the high-frequency domain. Keller’s formula for the field in shadow 
domain in case of plane wave scattering by smooth, convex, metal cylinder is presentеd in monograph of 
Honl, H., Maue, А., and Vestpfal, К. Theory of diffraction. Moscow: Mir, 1964.

Several rigorous deductions of Keller’s formulas known in literature are rather cumbersome.  
The reason of it consists in attempts to build asymptotic approximations assuming that they should 
approximate classical solution to the boundary value problem.

In present paper we show that it is reasonable to start with generalized solution to the problem in the 
frames of projection approach what leads to more simple deduction of Keller’s formulas if basis functions 
of the approach are chosen as Sommerfeld’s functions.
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Аннотация
Рассмотрены физические основы и математиче-
ское описание распространения дифференциаль-
ных потоков носителей заряда в тонких плоскопа-
раллельных слоях твердотельных структур. Обо-
снован интегральный вид граничных условий к 
кинетическому уравнению в приближении вре-
мени релаксации для слоя твердотельной струк-
туры. Показаны пределы корректности этого 
описания.

Ключевые слова: граница слоя, гомогенность, 
дифференциальный поток, носители заряда, рас-
сеяние. граничные условия, кинетическая теория

Abstract
Physical principles and the mathematical description 
of charge carriers differential flows distribution in 
thin plane-parallel solid-state structure’s layers are 
viewed. The integrated view of boundary conditions 
to the kinetic equation in relaxation time approach 
for a solid-state structure layer is proved. Limits of 
this description correctness of are shown.

Key words: layer boundary, homogeneity, differential 
flow, charge carriers, scattering. boundary conditions, 
the kinetic theory
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Введение
Многие современные твердотельные структуры солнечных элементов, фотодетекторов и дру-

гих полупроводниковых устройств содержат тонкие плоскопараллельные слои субмикронных 
или нано размеров [1,2]. Реальные границы и поверхности слоев твердотельных структур в ука-
занных масштабах могут иметь характерное контролируемое или в некоторой степени не кон-
тролируемое пространственное, фазовое и энергетическое строение [3–10], которое влияет на 
распространение дифференциальных и интегральных потоков в тонком слое.

В глубоком нано масштабе поверхности и границы слоев твердотельных структур часто ока-
зываются негомогенными по распределению всех или некоторых видов неоднородностей — нано 
размерных объектов, включая элементы микрорельефа, а возможно и более крупных, (но реже 
расположенных в данном масштабе), аналогичных объектов со своим строением (см. рис. 1).

К ним также относятся разные виды собственных дефектов строения границы, кластеры соб-
ственных окислов или чужеродных примесей, адсорбированные атомные комплексы других 
типов, неоднородность электрического потенциала у границы и неоднородности других видов.

Подробное и точное квантово-механическое описание распространения потоков носителей 
заряда через реальную границу из-за отсутствия общей гомогенности распределения неоднород-
ностей на ней в атомарном и нано масштабе осуществить очень сложно. Правомерность исполь-
зования менее сложного, но по возможности более детального теоретического описания (в рам-
ках квантовой, кинетической или феноменологической теории), очевидно зависит от наличия и 
размеров локальной гомогенности, возможности корректного локального усреднения характе-
ристик и параметров среды и границы, а также от характера изменения этих усредненных свойств 
в среде и на ее границах, в масштабах соответствующей теории. В этом отношении кинетическая 
теория сочетает в себе достаточную детальность и точность описания, а также имеет менее стро-
гие, чем квантово-механические, ограничения на размеры области усреднения характеристик и 
гомогенности толщи и границы. В рамках этой теории слой можно считать плоскопараллельным 
и тонким, если его усредненная толщина d статистически хорошо обусловлена как локально, так 
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и по всей его площади, он имеет большую площадь продольного сечения, все характеристики 
слоя обладают достаточной однородностью по элементарным слоям, параллельным этому сече-
нию, и на границах, а отношение d к средней длине свободного пробега носителей заряда le не 
превышает несколько единиц.

   
	 а)	 б)

Рис. 1. AFM-изображение трехмерного пространственного рельефа поверхности 
эпитаксиального n-GaAs на участке 1×1 мкм2 (а) [3], потенциал поверхности 1×1 мкм2 

электрохимически осажденной платиновой пленки толщиной 0.2 мкм, контурное изображение 
неоднородностей потенциала (б) [4].

Отсутствие гомогенности в микроскопическом масштабе сильно увеличивает сложность кор-
ректного теоретического описания распространения потоков носителей заряда в слое в рамках 
кинетической теории. Если и в более крупном масштабе гомогенность распределения неодно-
родностей в слое и на его границах лишь локально однородна, то в этом случае даже феноменоло-
гическое описание не должно быть одномерным или плоскопараллельным.

Современные технологии создания плоскопараллельных слоев твердотельных структур и их 
границ позволяют атомарно (однородно или специально не однородно) создавать каждый слой 
или границу слоя. Достижением этих технологий является создание латерального p-n-перехода в 
слое одноатомной толщины [11]. Но в широком промышленном производстве полупроводнико-
вых устройств такие технологии обходятся дорого и используются пока не так часто. Чаще всего 
слои и границы современных твердотельных структур большой площади создаются разными 
видами газофазной или жидкофазной эпитаксии, химическим или электрохимическим осажде-
нием, напылением или разбрызгиванием и могут иметь в атомарном и нано масштабе некоторые 
неконтролируемые неоднородности. Гомогенные в некотором большем масштабе распределе-
ния неоднородностей иногда создают умышленно (например, нано стержни определенного диа-
метра и высоты, как на черном кремнии или другие нано объекты), с целью изменения свойств 
границы и слоя структуры.

В работе рассмотрены физические принципы и математическое описание распространения 
дифференциальных потоков носителей заряда в тонких, условно плоскопараллельных слоях 
твердотельных структур. Обоснован интегральный вид граничных условий к кинетическому 
уравнению в приближении времени релаксации для слоя твердотельной структуры. Показаны 
пределы корректности использования этого описания. Обоснована также возможность примене-
ния данных интегральных граничных условий для дифференциальных потоков и в квантовой 
теории при наличии плоскопараллельного строения тонких слоев в атомарном масштабе.

Распространение наряду с потоками носителей заряда в тонких плоскопараллельных слоях 
потоков других квазичастиц — фононов, фотонов и т. п., и возможное их взаимодействие на гра-
нице представляет большой научный и практический интерес. В частности, если в переносе энер-
гии через слой роли потоков различных квазичастиц существенны, то необходимо исследовать 
совместное распространение потоков частиц в слое и через его границы. Поэтому в работе также 
приведены граничные условия совместного распространения потоков различных квазичастиц 
через границы плоскопараллельного слоя с учетом их взаимодействия.
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Обоснование выбора теоретического описания
Характер изменения свойств и распределений нано объектов (неоднородностей) разного 

вида, включая микрорельеф, как и размеры последних, обусловливают возможность упрощения 
теоретического описания распространения потоков в слое и через его границы. Замена реальной 
границы слоя плоскостью является корректной для той или иной теории, если размеры имеюще-
гося на границе микрорельефа и неоднородностей много меньше характерной длины рассматри-
ваемой теории. Если гомогенность плотного распределения неоднородностей в элементарных 
слоях толщи обеспечена не только локально, но и всюду в каждом таком слое, в том числе по всей 
площади обеих «плоских» границ слоя, то слой можно считать плоскопараллельным в рамках 
теории соответствующего масштаба. В этом случае постановка задачи в плоскопараллельном 
виде вполне корректна. Если локальная гомогенность в слое и/или на его границах зависит от 
координат, то в общем случае необходима трехмерная постановка задачи. При наличии всюду 
лишь локально плоской, но в целом не плоской, корректно усредненной гладкой границы также 
необходима трехмерная постановка задачи в рамках соответствующей теории.

Выбор размеров плоской элементарной площадки ds  (как на границе, так и в толще), через 
которую в теории рассматривается распространение разнонаправленных дифференциальных 
потоков, не произволен. Его необходимо согласовывать, как по размерам суммарно гомоген-
ного распределения всех неоднородностей на границе и возможно в толще, так и с характер-
ными размерами длин используемой теории. В пределах плоской площадки ds  характери-
стики в толще и на границе не должны существенно меняться, а их усреднение должно быть 
корректным. Иначе следует пользоваться более мелкомасштабной теорией и скорее всего в 
трехмерном виде. Поэтому, имея больший, чем квантовый, масштаб, кинетическая теория 
может охватить большее число различных распределений неоднородностей на границе (и в 
толще), близких к гомогенному, а также обеспечить более детальное, чем феноменологиче-
ское, описание распространения потоков.

Корректное детальное описание распространения потоков носителей заряда в тонком слое 
и на его границах должно базироваться не на феноменологической [2], а на кинетической тео-
рии [12] или квантовой теории, адекватно учитывающей состояние границ, например, через 
вероятности рассеяния дифференциальных потоков на них. Объемная диффузия и дрейф 
носителей заряда в таком слое из-за существенной доли рассеяния носителей на его границах, 
а не в толще, происходят очень специфично. Здесь объемная диффузия и дрейф не могут пол-
ноценно реализоваться как в толстом слое. Очевидно рассеяние потоков и связанные с этим 
рекомбинационные процессы на границах слоя существенно влияют на распространение 
потоков и внутри тонкого слоя. В частности, диффузия в направлении вдоль слоя может отли-
чаться от диффузии в поперечном направлении, и тем сильнее, чем больше длина свободного 
пробега носителей заряда при фиксированной толщине тонкого слоя. Поэтому диффузия и 
дрейф в тонком слое существенно обусловлены величиной отношения / ed l  и состоянием гра-

ниц слоя (вероятностью рассеяния на границе).
Обычно состояние границы (и  свойства очень тонких слоев в целом) зависит не только от 

свойств исходных материалов и используемой технологии, но также и от свойств и состояния 
подложки. В плоскопараллельных твердотельных структурах при их создании роль подложки 
поочередно играет каждый предыдущий слой. Поэтому состояние границы и вероятность рассе-
яния дифференциальных потоков носителей заряда на ней зависят как от физико-химических 
свойств обоих созданных смежных слоев, так и от используемых технологий их получения и воз-
можной последующей обработки границы. Они также зависят от получившегося на границе про-
странственного распределения различных неоднородностей нано и атомарных масштабов, в том 
числе фазовых и энергетических. Учитывая большое значение рассеяния потоков на границах, 
использование в тонком слое числовых значений основных объемных параметров феноменоло-
гической теории — обычных, характеристических для материала слоев, коэффициента диффу-
зии и подвижности, оказывается тем менее адекватным, чем тоньше данный слой. Следовательно, 
описание распространения потоков с помощью указанных объемных параметров не корректно, 
поскольку в тонком слое диффузия и дрейф носителей не являются истинно объемными.
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Теоретически переопределить данные коэффициенты для тонкого слоя в общем случае состо-
яния границ достаточно сложно. Для этого необходимо знать функцию распределения носителей 
заряда или зависимости дифференциальных и интегральных потоков в рамках кинетической 
теории. Для эмпирического определения значений этих коэффициентов или их зависимостей от 
состояния границ слоя необходимы соответствующие адекватные эксперименты. Таким обра-
зом, хотя масштабы феноменологического описания удобны и являются менее строгими по гомо-
генности распределения неоднородностей, в частности на границах слоя, для исследования рас-
пространения потоков в тонких слоях данное описание имеет свои сложности. Фактически необ-
ходимо предварительно корректно определить эффективные значения коэффициента диффузии 
и подвижности носителей заряда для конкретного тонкого слоя, учитывая свойства соседних 
слоев, которые влияют на состояние границы. Механизмы распространения носителей заряда 
через границу в феноменологической теории скрыты, а в кинетической теории при определен-
ных условиях их можно детально описать через вероятности рассеяния потоков на макроскопи-
ческой (усредненной) границе, т. е. с учетом реального состояния границы.

Ранее введенные граничные «условия Фукса» (и им подобные) в полной постановке кине-
тической задачи для плоскопараллельного твердотельного слоя не всегда являются адекват-
ными [12]. Поэтому определение более точных граничных условий к кинетическому уравне-
нию для потоков носителей заряда в тонком плоскопараллельном слое, вместе с анализом 
допустимой области их применения, является важной и актуальной задачей.

Распространение потоков носителей заряда через границу плоскопараллельного слоя в 
рамках кинетической теории
Дифференциальные потоки носителей заряда, характеризуемые различными направлениями 

волнового вектора, распространяются под разными углами к нормали границы. Часть потоков у 
границы, направленных из толщи слоя к произвольному локальному месту расположения эле-
ментарной площадки ds на границе, подвергнется рассеянию. Различные падающие потоки рас-
сеиваются границей существенно не одинаково [13]. Другая часть потоков, имеющих произволь-
ное направление от данного места границы, уже является результатом рассеяния на ней. Послед-
няя часть потоков не может сразу подвергнуться рассеянию на этой же границе. Это различие во 
взаимодействии потоков с границей желательно выделить концептуально.

Исходя из этого различия необходимо все разнонаправленные дифференциальные потоки 
носителей разделить по данному признаку на два класса (по  направлениям распространения 
потоков) с позитивными ( )+q k  и негативными ( )- -q k  проекциями потоков на направление нор-
мали границы. При рассеянии потоков на границе они частично переходят либо в другой класс 
(отражение), либо в другой слой (прохождение границы), или могут «потеряться» на границе при 
наличии процессов рекомбинации на ней.

Такое разделение потока носителей хорошо обосновано вблизи границы или поверхности в 
случае, когда усредненная гладкая граница всюду хотя бы локально физически плоскопарал-
лельна и в некотором субмикронном масштабе гомогенна по физико-химическим свойствам и 
строению мелкого микрорельефа. Очевидно, эти условия допускают возможность определения 
некоторого распределения свойств, в том числе локальной вероятности рассеяния потока, по 
границе в соответствующем масштабе. Наиболее рационально осуществлять такое деление диф-
ференциальных потоков, если макроскопические границы и толща твердотельного слоя явля-
ются всюду плоскопараллельными и по-своему строго гомогенными в субмикронном или даже в 
нано масштабе. В этом случае вероятность рассеяния дифференциальных потоков на границе не 
зависит от координат. Однако она может быть различной на левой и правой границе, как с одной, 
так и другой ее стороны. Именно данному случаю стационарного состояния границы и слоя в 
целом далее уделяется основное внимание. Вопрос о методе определения положения плоской 
границы и характеристик ее состояния при наличии данных современного сканирующего микро-
скопа по конкретной границе является решаемым [14].

Результирующий дифференциальный поток носителей заряда при этом в любом месте распо-
ложения сечения слоя равен ( ) ( ) ( )= - -+ -q k q k q k . В силу наличия верхнего индекса у «отрица-
тельного» потока и симметрии зоны Бриллюэна в виде ячейки Вигнера-Зейца, знак минус перед 
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волновым вектором у него в скобках можно опустить для упрощения записи. Это становится 
особенно наглядным при переходе к сферической системе координат в волновом пространстве. 
Непосредственно на границе позитивный и негативный потоки, падающие на границу, характе-
ризуются разными параметрами. Очевидно разность результирующих потоков с двух сторон от 
границы определяет потери потоков при их распространении через границу.

Рассмотрим рассеяние потоков носителей заряда этих классов в физически плоскопараллель-
ных слоях твердотельной структуры с плотно гомогенными и неглубокими в некотором субми-
кронном масштабе границами.

Рассеяние каждого дифференциального потока ( , )a-
*q k  или * *( , , )a k W-q , падающего из толщи 

некоторого слоя i  на круглую элементарную площадку ds  на его левой границе, расположенной 
при x a= , приводит к появлению распределения потоков в обоих смежных слоях, в том числе к 
появлению с некоторой вероятностью «внутреннего» потока ( , )a+

inq k  в этом же слое и «внеш-

него» ( , )ex a-q k  в смежном соседнем слое (левая нижняя часть рис. 2).

Рис. 2. Схема слоев плоскопараллельной структуры и распространение дифференциальных 
потоков носителей заряда на границах некоторого внутреннего слоя.

Рассеяние каждого дифференциального потока ( , )a+
*q k , падающего из толщи слоя 1i-   

на ds на его правой границе (расположенной также при x a= ) приводит к появлению с некото-
рой вероятностью потока ( , )a+

inq k , внутреннего для этого же слоя, и потока ( , )ex a-q k  в соседнем 

слое i . Аналогично происходит рассеяние падающих потоков на границу слоя при x b= , слева от 
нее ( , )b+

*q k  и справа от нее ( , )b-
*q k  (правая часть рис. 1). Таким образом, каждый падающий на 

границу дифференциальный поток частично дает вклад в рассеянный вперед и назад потоки, 
характеризуемые некоторым модулем волнового вектора k  и его угловым направлением.

Для определения плотности произвольного «внутреннего» дифференциального потока с вол-
новым вектором k на рассматриваемой границе, образующегося в результате рассеяния всех 
падающих на ds  дифференциальных потоков изнутри и снаружи слоя, необходимо [15] проинте-
грировать с соответствующим весом (вероятностями рассеяния .( )P *k k ) указанные падающие 
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потоки (точнее их проекции на направление нормали поверхности) по модулю и всем направле-
ниям вектора *k , сходящихся с внутренней и внешней стороны на этой элементарной площадке 

(рис. 2). В силу отмеченного выше, граничные условия рассеяния потоков носителей на границах 
слоя для стационарного кинетического уравнения можно записать в следующем виде [16]:

	 2
* * * * * * * *( , , ) ( , ) ( , , , ) ( , , )

B

a a
V

q a k q k P k k q a k k dk dm m m
-

+ + - -W = W + W W W Wò ,	  (1)

	 2
* * * * * * * *( , , ) ( , ) ( , , , ) ( , , )

B

b b
V

q b k q k P k k q b k k dk dm m m
+

- - + +W = W + W W W Wò .	  (2)

Здесь ( , , )q a k+ W  — модуль плотности дифференциального потока носителей заряда с волновым 

вектором k , распространяющегося от границы x a=  в направлении около ( , )q jW=W  в толщу 
слоя, cosm q= , * * * *sind d dq q jW = , ( , )a aq k q+ +W =  — модуль плотности дифференциального потока 

носителей, вошедшего в слой через эту же границу, она выражается интегралом, подобным выше-
приведенным. Вероятность ( , )aP-

*k k , или * *( , , , )aP k k- W W , характеризует рассеяние дифференци-

ального потока с волновым вектором *k  (Здесь * 0xk < ) в дифференциальный поток с вектором 

k  (отражения при * 0xk >  и выхода потока за границу x a=  при 0xk < ). Все обозначения в гра-

ничном условии (2) у границы x b=  и пояснения к ним аналогичны. Потоки в толще слоя, направ-
лены по соответствующим векторам k , если закон дисперсии носителей ( )e k  является симме-
тричной функцией.

Области интегрирования *max *0, ,BV k- -é ùé ù Wê úë ûë û  и *max *0, ,BV k+ +é ùé ù Wê úë ûë û  соответствуют негативной и пози-

тивной частям ячейки Вигнера-Зейца. В случае проявления квантово-размерных свойств [12] тон-
кого твердотельного слоя области интегрирования в граничных условиях необходимо изменить в 
соответствии со строением зоны Бриллюэна. При выполнении условий «плоскопараллельности» 
слоя в масштабах квантовой или кинетической теории, уравнения распространения потоков и 
определение потоков в выражениях (1), (2) задаются рамками соответствующей теории.

Поскольку кинетическое уравнение в приближении времени релаксации является линейным, 
то его общее решение для потоков из каждого класса рациональнее искать по отдельности.  
Граничные условия (1), (2) связывают решения из обоих классов потоков ( )q+ k  и ( )q- k , на кото-
рые ранее они были поделены.

Решение кинетического уравнения в приближении времени релаксации с данными гранич-
ными условиями было получены ранее в операторном виде для дифференциальных потоков 
обоих классов, распространяющихся в плоскопараллельном слое [16]. Данные граничные усло-
вия обеспечивают согласование распространения всех дифференциальных, а также интеграль-
ных потоков носителей заряда, в двух– [17], трех– и т. д. слоях твердотельной структуры.

Корректность применения интегральных граничных условий
В связи с большим разнообразием строения реальных поверхностей и границ слоев твердо-

тельных структур вопрос об области применимости граничных условий и развитой теории в 
целом требует некоторых пояснений. Ранее были приведены условия, при которых применение 
данной теории безусловно справедливо (рис. 3a): неоднородности на границе мелкие по сравне-
нию с el ; достаточно плотная гомогенность их распределения; высота или глубина h  их распре-

деления (в  том числе микрорельефа и неоднородностей электрического потенциала) заметно 
меньше длины свободного пробега носителей заряда, т. е. eh l . 

При выполнении этих условий на обеих границах слой в целом можно считать плоскопарал-
лельным, т. е. имеется возможность определения статистически хорошо обусловленных положе-
ний плоских, стационарно однородных в рассматриваемом масштабе макроскопических границ, 
расположенных, например, при x a=  и x b= . В этом случае вероятность рассеяния падающих на 
границу дифференциальных потоков носителей заряда (под разными телесными углами dW ), 
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которую необходимо рассчитывать методами квантовой механики [18], не зависит от положения 
на макро границе. При этом обоснование справедливости рассматриваемой постановки кинети-
ческой задачи с интегральными граничными условиями рассеяния потоков в плоскопараллель-
ном виде является достаточно строгим.

а)                                                                 б)                                                                 в)
Рис. 3. Варианты границы слоя и распределения неоднородностей на ней.

Если отклонения от вышеприведенных физических условий незначительны, особенно при 
меньшем числе нарушенных условий, применение теории может оказаться оправданным. Напри-
мер, в случае наличия на границе относительно больших макроскопических, одинаково гомоген-
ных, плоских в вышеприведенном смысле областей (рис.  3б), площади которых существенно 
больше 2

elp  и вектор нормали к которым имеет очень малую угловую дисперсию на всей пло-

щади границы, в том числе на границе с вицинальным строением, применение данной теории 
(при большой толщине слоев ed l> ) также является корректным в силу наличия распределения 

в рассеянии потоков, в том числе индикатрисы рассеяния. В этом случае положение общей макро 
границы слоя тоже является статистически хорошо обусловленным и мера площади (вблизи 
изгибов границы), где вероятность ( , )P *k k  может заметно отличаться от средней, мала. Здесь 

неявно предполагается, что крутизна изгиба границы позволяет корректно определить положе-
ние элементарной площадки ds , обладающей необходимой гомогенностью. Если же ed l< , то на 

слое могут иметь место области совпадения изгибов границ внутрь слоя, в которых толщина 
слоя имеет размеры, характерные для появления квантовых явлений и эффектов. В данных обла-
стях корректное описание распространения потоков должно соответствовать локальным реально 
имеющимся обстоятельствам.

Очевидно отсутствие одинаковой полной гомогенности на кусочно-плоских участках границы 
не является принципиальным ограничением в трехмерной постановке аналогичной кинетиче-
ской задачи, как и в случае наличия плавной гладкой границы с координатной зависимостью 
вероятности рассеяния потоков на ней.

В других случаях, если отклонения от вышеприведенных физических условий значительны, 
особенно при совместном нарушении всех условий, применение интегральных граничных усло-
вий, и теории в целом, оказывается неоправданным. При наличии распределения неоднородно-
стей больших размеров (рис. 3в) гомогенность границы в рассматриваемом масштабе теряется, 
как и независимый от координат параметр el  в пограничной области. В этой области влияние 

толщи слоя оказывается неоднородным, т. е. не все дифференциальные потоки из толщи слоя, 
которые достигают границы, могут одинаково по всей границе участвовать в рассеянии, да и 
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сама граница уже не плоскопараллельна (дисперсия положения макро границы большая). На ука-
занном рельефе границы со многими «крупными» шипами, внутри них может происходить мно-
гократное рассеяние потоков носителей заряда. Кроме этого в рассматриваемом случае в области 
изгибов границы, могут быть сосредоточены существенные локальные неоднородности элек-
трического потенциала, а вероятности рассеяния потоков носителей заряда скорее всего будут 
заметно отличаться от рассеяния на других участках. Возможно в рассматриваемом случае в 
некоторых частях или во всей приграничной области толщиной h , может потребоваться другой 
(например, квантово-механический) способ определения и описания распространения потоков 
носителей заряда.

Ясно, что вероятность рассеяния потоков носителей заряда на такой границе зависит от 
свойств и формы микроскопических неоднородностей (возможно микро-гетеропереходов или 
квантовых точек у границы, характеристики и параметры которых зависят от их размеров), и в 
соответствии с этим зависит от координат. Распространение дифференциальных и интеграль-
ных потоков носителей заряда через указанную поверхность или границу твердотельных слоев 
очевидно в данном случае не будет плоскопараллельным в рассматриваемом масштабе. Для слоя 
с подобным строением границ, при его малой толщине ( ed l< ), ранее приведенные заключения о 

необходимости квантово-механического описания в некоторых узких по толщине слоя областях, 
а также в «крупных» нано объектах — неоднородностях, являются еще более актуальными.

Случай смешанного распределения «больших» и «малых» по сравнению с площадью 2
elp  гомо-

генных в выше определенном смысле областей, является наиболее сложным и требует отдель-
ного рассмотрения, как при ed l> , так и при ed l< . Если вероятность рассеяния потока носителей 

заряда, после соответствующего корректного усреднения по времени, зависят от него неодно-
родно по площади границы, то такой случай также требует особого рассмотрения.

Следует также отметить, что изучение рассеяния дифференциальных потоков носителей 
заряда на границе смежных слоев в твердотельной структуре отличается от рассеяния потоков 
на поверхности. Рассеяние потоков в первом случае происходит с обеих сторон от границы, а во 
втором — лишь с одной стороны границы (учитывая короткодействующий характер сил зер-
кального отображения зарядов и близость к границе приповерхностных электронных состоя-
ний). Рассеяние дифференциальных (и интегральных) потоков носителей заряда, падающих на 
границу из смежных слоев, имеет одинаковую физическую картину — часть носителей отража-
ется в тот же слой, часть проходит в соседний слой и часть носителей может теряться на границе. 
На рис. 3а падающие слева на границу дифференциальные потоки носителей заряда 1( , , )iq a k+

- W , 

как и результат их рассеяния «вперед и назад», не показаны. Поскольку обычно смежные слои 
твердотельной структуры имеют различные характеристические параметры, в том числе длину 
свободного пробега носителей заряда el , то условия рассеяния с обеих сторон от границы могут 

различаться, как и сами вероятности рассеяния. Поэтому для корректного использования раз-
витой кинетической теории в твердотельной структуре необходимо соблюдение вышеприведен-
ных рассуждений, соответствующих условий и ограничений на состояние границы смежных 
слоев с обеих ее сторон.

Заметим, что граничные условия и решение задачи в целом позволяют корректно определить 
плотность потока потерь на границе, как для дифференциальных, так и интегральных потоков 
носителей заряда, в рамках кинетической теории [19], и, аналогично, в рамках квантовой теории.

Учет последствий рассеяния потоков на границе
В общем случае, даже на гомогенизированных границах слоя с мелким микрорельефом, плот-

ным и равномерным распределением неоднородностей разного типа, рассеяние носителей 
заряда может порождать потоки фононов, фотонов или других квазичастиц и связанных с ними 
потоков энергии (рис. 4). Поскольку при термодинамическом равновесия прямые процессы урав-
новешиваются обратными, то при малых отклонениях от равновесия, возможно, роли обратных 
процессов в тонких слоях также будут заметными. Поэтому необходимо учитывать рассеяние не 
только потоков носителей заряда, но и других значимых в данных условиях и обстоятельствах, 
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дифференциальных потоков квазичастиц различных по своей природе (фононов, фотонов и т. д.) 
в силу их взаимосвязи. Очевидно дифференциальные потоки квазичастиц всех типов при нали-
чии определенной гладкости границы для них и малом возмущении необходимо представлять 
аналогично в виде разности противоположно направленных потоков. Также необходимо оцени-
вать и учитывать возможное взаимное влияние разных потоков квазичастиц как при распростра-
нении потоков в слое [20], так и на его границах [21].

В тонком слое при квази-баллистическом характере движения носителей заряда, в частности, 
в двусторонней гетероструктуре, влияние рассеяния потоков различных квазичастиц на гетеро-
границах является наиболее важным, хотя оно может быть заметным и во всем слое. Следова-
тельно, если дифференциальные потоки в процессе рассеяния на границе порождают в смежных 
слоях потоки и другого вида (в частности, если поток электронов, ( )-e k , падающий на левую гра-

ницу слоя, порождает не только ( )+e k  в этом же слое и ( )-e k  в соседнем слое, но также порождает 

в смежных слоях потоки фононов ( )+f K  и ( )-f K  соответственно), то целесообразно изучить 
совместное распространение всех указанных потоков в слое. Аналогичные рассуждения могут 
иметь место при преобладании рассеяния на границах и потоков других квазичастиц.

	 а)	 б)
Рис. 4. Схема рассеяния и взаимного влияния плотности интегральных потоков  

электронов (а) и фононов (б) на границе.

В граничных условиях к задаче совместного распространения потоков разных видов для каж-
дого потока необходимо учитывать, как прямые, так и обратные процессы рассеяния. В этом слу-
чае граничное условие для проекции позитивной составляющей потока ( )+e k  на ось ОХ (нормаль-
ную макро границе) при x a=  имеет интегральный вид

	
* ** *( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )a ee k ef K

V W

e e P e dV P f dWm m m m
- -

+ + - - - -= + +ò ò* * * *k k k k k k K K . 	  (3)

Здесь cos( )m q= , ( , )eeP-
*k k - вероятность рассеяния потока ( )e-

*k  в поток ( )e+ k , ( , )efP-
*k K - вероят-

ность рассеяния потока ( )f -
*K  с порождением потока ( )e+ k , направление потока совпадает с 

соответствующим волновым вектором k , остальные обозначения аналогичны, а интегрирова-
ние подразумевается как по модулю, так и по телесному углу в пределах пространства соответ-
ствующего волнового вектора. Поток ( )+

ae k , входящий в слой через границу x a= , может либо 

отсутствовать (на поверхности), либо содержать один или несколько интегралов (в соответствии 
с их ролью), аналогичных вышеприведенным с областями интегрирования по позитивными 
частям волнового пространства. При выполнении условий «плоскопараллельности» слоя в мас-
штабах квантовой или кинетической теории, уравнения распространения потоков и определе-
ние потоков в выражениях (3) также должны задаваться в рамках соответствующей теории.
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На границе x b=  граничное условие для негативной составляющей (модуля) потока ( )e- k  

имеет аналогичный интегральный вид. В нем также необходимо учитывать результаты рассея-
ния всех потоков, падающих на границу с двух сторон. При учете влияния еще и других потоков, 
например потока излучения ( )+i k  и ( )-i k , в граничных условиях должно содержаться большее 

число подобных интегралов, которые описывают заметные вклады в конечный результат, от 
наружных и внутренних потоков, падающих на границу слоя.

Граничные условия для составляющих плотности дифференциальных потоков равновесных и 
избыточных над равновесными фононов, фотонов и частиц других видов имеют аналогичный 
интегральный вид. Очевидно все вероятности рассеяния специфичны для каждого из указанных 
потоков и зависят от строения и состояния границы, а также от соответствующего волнового 
вектора и вида квазичастиц. Роль того или иного механизма рассеяния в толще и на границе 
может существенно отличаться. Очевидно перед применением расширенных интегральных гра-
ничных условий необходимо проанализировать корректность их использования на рассматрива-
емой конкретной границе, также как это было сделано выше для потоков носителей заряда.

Данные граничные условия и совместное решение соответствующих уравнений распростра-
нения значимых потоков корректно учитывают не только описание рассеяния просто по факту 
его наличия, но и по взаимному влиянию различных дифференциальных потоков, т. е. и по послед-
ствиям рассеяния. Таким образом, приведенные граничные условия достаточно универсальны в 
случае исследования плоскопараллельных слоев с рассеиванием различных значимых диффе-
ренциальных потоков на границах. Они обеспечивают возможность согласования различных 
дифференциальных и интегральных потоков в двух-, трех- и т. д. слоях твердотельной структуры. 
При наличии взаимного влияния потоков хотя бы на одной из границ, или на обеих границах, и 
тем более внутри слоя, описание распространения как дифференциальных, так и интегральных 
потоков должно быть совместным.

Выводы
Детально рассмотрено распространение дифференциальных потоков носителей заряда через 

гомогенизированную границу плоскопараллельного слоя твердотельной структуры, с неглубо-
ким и плотным характером распределения мелких неоднородностей на ней, включая микроре-
льеф. Обосновано разделение дифференциальных потоков носителей на границе и в толще слоя 
на два класса: ( )+q k  и ( )- -q k , имеющих позитивные и негативные проекции на направление 

нормали к макро границе в случае ее достаточной гладкости.
Для указанных дифференциальных потоков этих классов в тонком слое твердотельной струк-

туры определены граничные условия к кинетическому уравнению. Граничные условия имеют 
интегральный вид. Совместно с кинетическим уравнением в приближении времени релаксации 
они позволяют корректно определить зависимости распространения дифференциальных и 
интегральных потоков носителей заряда с учетом рассеяния потоков, как в толще плоскопарал-
лельного слоя, так и на его границах, в том числе определить выходящие из слоя потоки носите-
лей заряда. Эти условия обеспечивают согласование распространения дифференциальных, а 
также интегральных потоков, в двух-, трех- и т. д. слоях твердотельной структуры, т. е. они позво-
ляют корректно согласовывать решения, найденные для слоев плоскопараллельной структуры. 
Граничные условия и решение задачи в целом позволяют корректно определить плотность 
потока дифференциальных и интегральных потерь носителей заряда на границе в рамках кине-
тической или квантовой теории.

Приведены пояснения об области применимости граничных условий и развитой теории в 
целом в связи с большим разнообразием строения реальных поверхностей и границ слоев твер-
дотельных структур. Указаны возможные причины ограничений в использовании этих инте-
гральных граничных условий и «плоскопараллельного» кинетического уравнения в слоях с раз-
ным строением границ.

Физически обосновано и рассмотрено совместное распространение дифференциальных пото-
ков разного вида (носителей заряда, фононов, фотонов и других квазичастиц) через гомогенизи-
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рованную границу плоскопараллельного слоя твердотельной структуры с рассеянием и взаимным 
влиянием потоков на границе. Для этого общего случая в тонком слое твердотельной структуры 
также корректно определены интегральные граничные условия для взаимосвязанных плотно-
стей «позитивных» и «негативных» дифференциальных потоков квазичастиц разных видов.

Данные граничные условия обеспечивают согласование распространения всех учитываемых 
дифференциальных и интегральных потоков при совместном решении уравнений распростра-
нения этих потоков в двух-, трех- и т. д. слоях твердотельной структуры. Отмечено, что при нали-
чии взаимного влияния потоков хотя бы на одной из границ описание распространения как 
дифференциальных, так и интегральных потоков в данном слое и в смежных ему слоях должно 
быть совместным.

Настоящая работа может быть полезной в интерпретации экспериментальных данных, полу-
ченных при исследовании тонких плоскопараллельных пленок и тонких слоев твердотельных 
структур. Она также может быть полезной при разработке твердотельных структур с плоскопа-
раллельным строением различного предназначения, в том числе структур солнечных элементов 
и фотодетекторов относительно большой площади со сплошными тонкими контактами.



57

003

Новые математические и физические методы

Интегральные граничные условия для потоков носителей заряда в тонком плоскопараллельном слое

Integrated boundary conditions for charge 
carriers flows in a thin plane–parallel layer

M. B. Kerimi

Distribution of differential charge carriers flows through the homogeneous boundary of a plane-
parallel solid-state structure layer, with superficial and dense character of allocation of small 
inhomogeneities on it, including a microrelief, is in details viewed. Partitioning of differential carriers 
flows into boundary and in thickness of the layer on two classes is proved ( )q k+



 and ( )q k- -


, having 
positive and negative projections to boundary normal line direction in case of its sufficient smoothness. 
For the specified differential flows of these classes in the thin solid-state structure layer a new type 
boundary conditions to the kinetic equation are spotted. Boundary conditions have an integrated 
appearance. Together with the kinetic equation in the relaxation time approach, they allow to spot 
correctly dependences of differential and integrated charge carriers flows distribution, taking into account 
the flows dispersion, both in thickness of a plane-parallel layers, and on its boundaries.

These requirements provide the coordination of distribution differential and integrated flows, in two, 
three, etc. layers of solid-state structure, i. e. they allow to compound correctly the solutions, found for 
plane-parallel structure layers. Boundary conditions and the equation solution allow to spot correctly 
density of charge carriers integrated flows losses on the boundary within the limits of the kinetic or a 
quantum theory.

Joint distribution of different view (charge carriers, phonons, photons and other quasi-particles) 
differential flows through the homogeneous boundary of a plane-parallel solid-state structure layer with 
dispersion and cross influence of the flows on boundary is physically proved. For the thin solid-state 
structure layer integrated boundary conditions for the interconnected densities of «positive» and 
«negative» differential different views quasi-particles flows also correctly found in this general case.

The present work can be useful in interpretation of the experimental data received at research of thin 
plane-parallel films and thin layers of solid-state structures. It also can be useful by working out of solid-
state structures with a plane-parallel construction of various mission, including structures of solar 
elements and photodetectors concerning the big area with continuous thin contacts.
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Аннотация
Рассмотрена принципиальная оптическая схема и 
технические параметры отдельных конструктив-
ных элементов интерферометра с вращающейся 
пластинкой. Проведен расчет оптической схемы с 
помощью программного продукта «ZEMAX». При 
вычислениях параметров оптических элементов 
оптимизировались значения сферических аберра-
ций, а также эффективность сбора энергии на 
фотоприемнике (fraction of encircled energy). Иссле-
дован характер искажений формы спектральных 
линий в восстанавливаемых спектрах, вызванных 
нелинейной зависимостью разности оптического 
хода лучей в интерферометре от угла поворота 
пластинки. Для пластинки из ZnSe приведены 
результаты математического моделирования вно-
симых в восстанавливаемый спектр искажений, 
исследованы возможности цифровой фильтрации 
спектров путем свертки интерферограмм с функ-
цией аподизации. Настоящая статья ставит перед 
собой задачу предложить оптическую схему, прин-
ципиально реализуемую на практике, указать воз-
можности предлагаемого прибора, а также описать 
возможные искажения спектральных данных.

Ключевые слова: фурье-спектрометр, интерфе-
рометр, оптическая схема, система сканирования, 
цифровая фильтрация, аподизация

Abstract
Optical scheme and technical parameters of 
individual structural elements of the interferometer 
with a rotating plate is considered. The calculation 
of the optical scheme carried out using software 
«ZEMAX». In calculating have been optimized the 
parameters of the optical elements, values of 
spherical aberration and the energy collection 
efficiency on photodetector (fraction of encircled 
energy). The distortion pattern shape of instrumental 
function in the spectra due to the nonlinear 
dependence of the optical path difference in the 
interferometer beam from the angle of rotation of 
the plate was investigated. For a plate of ZnSe results 
of mathematical modeling of distortion in restoring 
data are represented, the possibilities of digital 
filtering by convolution of the spectra of 
interferograms with apodization function are 
investigated. This article is aimed to provide an 
optical scheme, principally realized in practice, 
specify the capabilities of the proposed device, as 
well as describe the possible distortion of the 
spectral data.

Key words: Fourier spectrometer, interferometer, 
optical scheme, scanning system, digital filtering, 
apodization
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Введение
В настоящее время фурье-спектрометры получили широкое распространение как средства 

спектрального анализа и идентификации веществ в воздушной среде и на поверхностях [1, 2]. 
Фурье-спектрометры динамического типа при всей своей идейной простоте обладают рядом 
сложных элементов конструкции, в частности, к ним можно отнести узел подвижного зеркала со 
строго прямолинейным движением последнего и точностью ориентации зеркал в пространстве в 
пределах нескольких секунд. Дополнительные сложности представляет задача создания системы 
управления линейным двигателем. Отдельным ответственным элементом является референт-
ный лазерный канал (отдельный или совмещенный с основным интерферометром и одномодо-
вым He/Ne-лазером в качестве опорного источника), существенно влияющий на конструктивные 
и эксплуатационные характеристики фурье-спектрометров [1]. Подобные обязательные элементы 
характерны при реализации классических схем интерферометра Майкельсона. Необходимо отме-
тить, что существует конструкция, наиболее широко применяемая в наземных мобильных ком-
плексах фурье-спектрорадиометров и в аппаратуре космического базирования, где линейное 
перемещение зеркал заменено на колебательное с маятниковым подвесом [1, 3–5].

В последние годы в зарубежной литературе появились работы описывающие принципиаль-
ную конструкцию фурье-спектрорадиометра с использованием оптической схемы с вращаю-
щейся плоскопараллельной пластинкой (см. рис.  1). Представленные результаты [6, 7] застав-
ляют обратить на данный спектрометр пристальное внимание из-за высокой частоты сканиро-
вания, достаточного спектральное разрешение, но главное преимущество — технически простая 
система сканирования.

Рис. 1. Схема интерферометра с вращающейся пластинкой. 1, 5 — зеркала (R100%);  
2 — собирающий коллектив; 3 — фотоприемник; 4 — вращающаяся пластинка;  

6 — светоделитель/компенсатор; 7 — источник излучения.

Выбор материала для расчета оптической схемы. В работе [8] получены зависимости раз-
ности оптического хода лучей в интерферометре в зависимости от углов поворота пластинки, 
рассчитанные для нескольких вариантов оптических материалов. На рис. 2 приведены указан-
ные зависимости для длины волны 10l=  мкм и для четырех наиболее распространенных 
материалов ИК оптики.

В диапазоне от 20 20- °¼+ °  с абсолютной ошибкой линеаризации менее 2 мкм, что лучше, 
чем / 4l  при относительной точности 0.056 %, представленные на рис.  2 зависимости можно 
представить в виде линейных графиков. В указанном диапазоне углов поворота пластинки с 
высокой точностью возможно оптическую разность хода лучей определять по углу поворота пла-
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стинки, тем самым отказавшись от необходимости применения референтного лазерного канала, 
что упрощает и облегчает конструкцию фурье-спектрометра. Применение энкодеров с выходным 
сигналом в форме кода Грея позволит определять угол поворота пластинки, что даст возмож-
ность определить и разность оптического хода лучей в интерферометре без применения рефе-
рентного лазерного канала.

Рис. 2. Зависимость разности оптического хода лучей для 10l=  мкм в интерферометре  
для различных оптических материалов в зависимости от угла поворота  

пластинки толщиной 10 мм: 1 — KCl, 2 — КBr, 3 — ZnSe, 4 — Ge.

Из рис. 2 видно, что наибольшая разность хода из представленных материалов достижима для 
KCl, KBr. В этом случае для указанного рабочего диапазона углов достижимо спектральное раз-
решение, не хуже чем 1/ 3LnD = D =  см–1, что является рабочим значением для фурье-спектро-
радиометрических систем дистанционного мониторинга. Однако необходимо отметить, что, 
несмотря на высокое спектральное разрешение, получаемое на пластинке, изготовленной на 
основе KBr, применение этого материала, из-за высокой гигроскопичности [9], предполагает 
наличие герметичного бокса для интерферометра с осушителем воздуха. Этот факт может быть 
лимитирующим во внелабораторных условиях работы, поэтому в настоящее работе предлага-
ется рассмотреть следующие негигроскопичные материалы — Ge и ZnSe.

Для диапазона углов 20 20- °¼+ °  использование германиевой оптики позволит получить 
максимальную разность хода 0.17LD =  см, что эквивалентно спектральному разрешению  
около 6  см–1. Интерферометр с таким спектральным разрешением, может быть применен для  
разработки систем дистанционного мониторинга, оснащенных неохлаждаемыми фотоприемни-
ками, для которых рабочим спектральным разрешением является величина порядка 8 см–1.

Далее приведем основные расчетные характеристики интерферометра с вращающейся пла-
стинкой, подробно рассмотренные в [8]:

1.	 Время скана одной двусторонней интерферограммы составит величину около 0.017t =  с.
2.	 Частотный диапазон ФПУ — min 24f =  КГц, max 39f =  КГц. Приведенные цифры указывают, 

что применение пироэлектрических и микроболометрических ФПУ нецелесообразно 
из-за ограниченности частотного диапазона последних и практически единственным 
кандидатом остается ФПУ на основе соединения Cd-Hg-Te, верхняя граница частотного 
диапазона которых для фотосопротивлений превышает 100 кГц.

3.	 Теоретически минимально необходимое число точек двусторонней интерферограммы 
( )2 2 / 450N n dn= D = . Процедура быстрого преобразования Фурье накладывает на число 

точек в рабочем массиве ограничение, при котором их число в интерферограмме должно 
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составлять величину 2 512mN = = , где m  — целое. Аналого-цифровой преобразователь 
должен обладать частотой дискретизации сигнала не менее max3 120f =  кГц.

4.	 Угол расходимости пучка лучей света в интерферометре ( ) max2 / 0.015pdn nW= =  страд, 

что соответствует плоскому углу раствора конуса лучей около 6°.
Предлагаемая принципиальная схема интерферометра несомненно перспективна для созда-

ния спектрорадиометрических комплексов среднего спектрального разрешения. Переход от 
линейных перемещений подвижного зеркала, характерных для интерферометра Майкельсона, 
на вращение пластинки позволяет упростить конструкцию оптико-механического блока интер-
ферометра и его систему управления, снизить массогабаритные характеристики и повысить 
быстродействие.

Расчет оптической схемы интерферометра. Исходные данные для расчета оптической схемы:
1.	 Размер фотоприемного устройства составляет величину ~1×1  мм. Данным размерам 

удовлетворяют, например, КРТ (Cd-Hg-Te) фоторезисторы, применяемые в ИК  
фурье–спектроскопии.

2.	 Угол расходимости лучей в интерферометре не более 6°.
3.	 Рабочий спектральный диапазон 7–14 мкм.
4.	 Материал ИК оптики — Ge, который при должном просветлении удовлетворяет требова-

ниям пропускания в диапазоне 7–14 мкм.
Для заданных рабочих параметров оптической системы с применением программного ком-

плекса «ZEMAX», рассчитаны параметры двухлинзового собирающего коллектива из германия. 
Применение двухлинзового объектива обусловлено требованием минимизации потерь входя-
щего излучения на отражение. При оптимизации объектива контролировались сферические 
аберрации, в результате чего получен наибольший рабочий диапазон расходимости лучей в 
интерферометре, составляющий значение 4.5°  для указанных размеров фотоприемника.

Дальнейшая оптимизация объектива осуществлялась путем улучшения параметра эффектив-
ность сбора энергии на фотоприемнике s  (fraction of encircled energy) в зависимости от размера 
пятна r  освещенности (см. рис. 3).

Рис. 3. Эффективность сбора энергии на фотоприемнике для осевого луча — кривая (1)  
и для крайнего луча 2.5° — кривая (2).

Вариант оптимизированной конструкции интерферометра с вращающейся пластинкой.  
Далее приведем схемы общего вида собирающего коллектива фотоприемника и интерферометра. 
На рис. 4 приведены параметры оптимизированного собирающего коллектива ФПУ.
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Рис. 4. Собирающий коллектив фотоприемника

На рис. 5 приведена рассчитанная оптическая схема интерферометра.

Рис. 5. Оптическая схема интерферометра с вращающейся пластинкой. S — источник излучения. 
Зеркала I, II и III, IV располагаются симметрично относительно пластин V и VI (поворотная 

пластинка). Оптический путь луча V–II–VI–III–VI–II–V-VII.
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Численный расчет параметров интерферометра проводился совместно с собирающим коллек-
тивом с применением программного комплекса «ZEMAX». Материал оптических элементов (соби-
рающий коллектив и светоделитель/компенсатор) — Ge. Применение ZnSe в качестве материала 
вращающейся пластинки позволяет добиться большей оптической разности хода лучей при тех 
же углах поворота пластинки по сравнению с Ge, а значит улучшить спектральное разрешение.

Анализ возможных искажений в восстанавливаемых спектрах. Отказ от референтного лазер-
ного канала упрощает конструкцию фурье-спектрометра, однако нелинейность в зависимости 
оптической разности хода от угла поворота пластинки может вносить искажения в восстанавли-
ваемые спектры. На рис. 6 показана абсолютная ошибка d  разности оптического хода лучей в 
интерферометре в зависимости от угла поворота. Для дальнейших расчетов в качестве материала 
поворотной пластинки будем рассматривать ZnSe.

Рис. 6. Отклонение оптической разности хода лучей от линейной зависимости угла поворота  
для пластинки из ZnSe и для длины волны λ=10 мкм.

Как видно из рис. 6 при превышении диапазона изменения углов поворота пластинки 5± °  
зависимость оптической разности хода LD  от угла поворота пластинки α приобретает суще-
ственно нелинейный характер. Ограничение рабочего диапазона поворота углов пластинки диа-
пазоном 5± °  позволяет добиться спектрального разрешения не лучше чем 12 см–1, при разности 
хода 0.08 см, что является недостаточным значением для химического анализа низкомолекуляр-
ных соединений, таких как аммиак, поэтому применение фурье-спектрометра с подобным раз-
решением будет значительно ограничено на практике.

Проведем анализ влияния нелинейности в зависимости разности хода от угла поворота на 
форму линий восстанавливаемых спектров на примере модельных спектров, для чего рассмо-
трим идеальную интерферограмму монохроматического источника излучения с длиной волны 
10 мкм ( 0 1000n =  см–1)

	 0( ) cos(2 )I x v xp= .	  (1)

Фурье-образом такой интерферограммы является дельта-функция на 0 1000n =  см–1, но поскольку 

реальная интерферограмма является ограниченной по длине оптического хода, то ее  
фурье-образ с учетом прямоугольной аподизации будет представлять собой функцию 

( ) sinc( )B L zn =D , где 02 ( )z Lp n n= - D , являющуюся аналитическим решением уравнения вида

	 ( ) ( ) ( )cos(2 )B D x I x x dxn pn
¥

-¥

= ò ,  
1, [0, ],

( ) rect( )
0, [0, ].

x L
D x x

x L
ì Î Dïï= =íï Ï Dïî

	  (2)



64

Башкин С. В., Голяк Иг.С., Лельков М. В., Морозов А. Н., Светличный С. И., Табалин С. Е., Фуфурин И. Л.

Приборы и методы дистанционого зондирования

В [8] показано, что зависимость оптической разности хода лучей x в интерферометре от угла 
поворота может быть представлена в виде

	 2

2 2 2 2 2 2 2 2

sin sin( ) sin( ) 1 1 ,
sin sin ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( )

dx n d
n n n n

a d a d a
d d a d a d a d a

é ù é ù+ -ê ú ê ú= + + -ê ú ê ú
- + - - - - - +ê ú ê úë û ë û

	  (3)

	
180

x B
A

p
a

+
= ,

где d — толщина поворотной пластинки, n — показатель преломления материала пластики, 
45d= ° , A и B — коэффициенты линейной аппроксимации зависимости угла поворота α от раз-

ности оптического хода лучей x.
Для анализа возможных искажений формы линии восстанавливаемых спектров, вызванных 

зависимостью разности оптического хода вида (3) сделаем преобразование Фурье от аподизиро-
ванной интерферограммы (1)

	 ( ) ( ) ( )cos(2 ( ))B D x I x f x dxn pn
¥

-¥

= ò ,	  (4)

где ( )D x  — прямоугольная функция в диапазоне [0,  ]LD .
Как видно из рис. 7а для малых углов с учетом прямоугольной аподизации отклонение опти-

ческой разности хода от линейной зависимости от угла поворота пластинки не вносит существен-
ных искажений в восстанавливаемый спектр, что обусловлено линейным характером отклоне-
ния. Так для предельных углов отклонения пластинки 5a=± °  квадратичный коэффициент 
корреляции расчетных аппаратных функций с учетом фазовых ошибок и идеальной составляет 

2 0.911R = ; для 10a=± °  — 2 0.921R = ; для 15a=± °  — 2 0.872R =  и для 20a=± °  — 2 0.667R = . 
Таким образом, для пластинки из ZnSe толщиной 10 мм можно ожидать предельное спектраль-
ное разрешение около 6 см–1 для диапазона углов ±15° при удовлетворительном качестве аппа-
ратной функции 2( 0.9)R ³ .

	 а)	 б)
Рис. 7. Искажения, вносимые в восстанавливаемый спектр.  

Кривая 1 соответствует аппаратной функции идеальной интерферограммы,  
2 — интерферограмме с фазовыми ошибками для углов поворота пластинок  

±5° (спектральное разрешение 12.5 см–1) (а) и ±20° (спектральное разрешение 4.0 см–1) (б).
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Однако расчетное спектральное разрешение не всегда является достаточным для спектраль-
ного анализа низкомолекулярных соединений (например, NH3 ), поэтому необходимо увеличи-
вать диапазон углов поворота пластинки, что позволит повысить спектральное разрешение.  
Из рис. 7б видно, что для больших значений угла поворота нелинейность в точности определения 
оптической разности хода (см. рис. 5) приводит к заметным искажениям формы спектральной 
линии, что может явиться принципиальной трудностью при проведении спектрального анализа 
низкомолекулярных веществ, обладающих узкими спектральными линиями.

Для устранения искажений формы спектральных линий может применяться метод цифровой 
фильтрации, в котором при восстановлении спектра производится свертка интерферограммы и 
функции аподизации [1, 10]. Применение функций аподизации при восстановлении спектров 
позволяет подавлять побочные максимумы, тем самым уменьшая вносимые в спектр искажения. 
Для численных оценок эффективности подобной фильтрации использовались функции аподиза-
ции в форме Хаппа–Гензеля и Блекмана–Харриса. Результаты расчетов спектров для угла пово-
рота пластинки интерферометра 20± °  приведены на рис. 8.

Рис. 8. Спектр монохроматического источника (ν0=1000 см–1), интерферограмма которого 
содержит фазовые ошибки и соответствует углу поворота пластинки 20°.  

Кривая 1 — прямоугольная аподизация, 2 — аподизация Хаппа–Гензеля,  
3 — аподизация Блекмана-Харриса

Применение аподизации при восстановлении спектров приводит к уширению спектральных 
линий, а значит к ухудшению спектрального разрешения, что является своебразной «платой»,  
за улучшение формы восстанавливаемых спектров. Анализ ширины линии на ее полувысоте  
для всех трех линий, приведенных на рис. 8 показывает, что использование аподизации приводит 
к заметному уширению аппаратной функции приблизительно в 1.5 раза. Таким образом,  
применение цифровой фильтрации в форме свертки интерферограмм с функцией аподизации 
позволят существенно уменьшить выявленные искажение аппаратной функции, а, следова-
тельно, и узких спектральных линий. Для рабочего диапазона углов 20a=± °  и функции аподи-
зации Блекмана-Харриса достижимо спектральное разрешение 6 см–1 при удовлетворительном 
качестве аппаратной функции, для Хаппа–Гензеля расчет дает величину 5  см–1 при несколько 
худшем качестве аппаратной функции.

Заключение
Для заданных характеристик интерферометра предложен оптимизированный вариант 

собирающего объектива фотоприемника и рассчитаны размеры основных ответственных эле-
ментов интерферометра. В качестве материала ИК оптики рассмотрен Ge, что делает возмож-
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ным применение предложенной схемы для задач внелабораторного анализа, для вращаю-
щейся пластинки — ZnSe.

Реализация на практике предложенной схемы интерферометра с вращающейся пластинкой 
позволит избавиться от необходимости применения референтного лазерного канала, что должно 
увеличить стабильность работы интерферометра, уменьшить габариты и повысить надежность. 
Отклонение от линейности в зависимости разности оптического хода лучей в интерферометре от 
угла поворота пластинки вносят значительные искажения в форму спектральных линий для 
углов поворота превышающих 15± °  от положения точки нулевой разности оптического хода. 
Предложена фильтрация спектров в форме свертки регистрируемых интерферограмм с функ-
цией аподизации вида Хаппа-Гензеля и Блекмана-Харриса. Показано, что применение подобной 
фильтрации позволяет устранять выявленные искажения, однако при этом приблизительно  
в 1.5 раза ухудшается спектральное разрешение.

Практическая реализация рассмотренной схемы интерферометра, а также реализация цифро-
вой фильтрации восстанавливаемых спектров позволит получать спектра с разрешением не хуже 
6 см–1, что позволит проводить спектральный анализ широкого круга веществ в инфракрасной 
области. Качественный вид аппаратной функции предлагаемого интерферометра получен путём 
математического моделирования.
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Расчет оптической схемы интерферометра с вращающейся пластинкой …

Calculation of the optical scheme  
of the rotating plate interferometer  
and research of possible distortions  
of the form of lines in the restored spectra

S. V. Bashkin, Ig.S. Golyak, M. V. Lelkov, A. N. Morozov, 

S. I. Svetlichnyi, S. E. Tabalin, and I. L. Fufurin

The schematic optical diagram and technical parameters of separate constructive elements of the 
interferometer with the rotating plate is considered. Calculations of the scheme is carried out by 
means of the “ZEMAX” software. During calculations of optical elements parameters values of spherical 
aberrations and also efficiency of collecting energy on a photodetector (fraction of encircled energy) 
were optimized. Distortions of a spectral lines form in the restored data caused by nonlinearity in 
dependence of the optical course difference of beams in the interferometer from a plate rotation angle 
is investigated. For the ZnSe rotating plate results of mathematical modeling of distortions in the 
restored spectral data are given. Possibilities of restored data digital filtration by convolution of 
interferograms with function of an apodization are investigated. The present article is devoted to the 
principles of processing and a design of the interferometer, suggested optical scheme which could be 
essentially realized in practice, specified basic opportunities of the offered device and also describe 
possible distortions of the obtained spectral data.
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Аннотация
Представлена разработка радиоэлектронного син-
тезатора частоты, который должен входить в состав 
спектрометра. В его основе используется микро-
схема генерации частот прямого синтеза. Разрабо-
танный синтезатор может найти широкое примене-
ние в научных и практических приложениях.

Ключевые слова: синтезатор частоты, акусто-
оптический фильтр, цифровой синтез частоты, 
SPI интерфейс, фильтр нижних частот

Abstract
Development of electronic frequency synthesizer, 
which should be part of the spectrometer is presented. 
It is based on using direct frequency synthesis 
generator chip. Developed synthesizer can find wide 
application in scientific and practical problems.

Key words: frequency synthesizer, acoustooptic filter, 
digital frequency synthesis, SPI interface,  
low-pass filter
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Введение
Спектрометры на основе акустооптических (АО) фильтров обладают целым рядом особенно-

стей: отсутствием подвижных элементов, компактностью, высокой светосилой при достаточно 
высоком спектральном разрешении, электронным управлением АО фильтрами. Они могут 
эффективно применяться в разных областях анализа: контроле процессов, контроле выходной 
продукции, мониторинге и др. [1]. Принцип фильтрации света заключается в использовании  
дифракционной решётки, создаваемой в кристалле ультразвуковой волной. Особенностью таких 
решёток является возможность создания в ней произвольного профиля амплитуды, частоты, 
фазы, а также контролируемой за счёт этого спектральной передаточной функции АО фильтра 
[2] посредством возбуждения высокочастотных (ВЧ) электрических сигналов с помощью пьезо-
преобразователя. Для этого необходимо иметь средства создания высокочастотного сигнала: 
генератор, усилитель, модулятор высокочастотных сигналов. Все эти функции можно совместить 
в одном устройстве, построенном по современному принципу цифрового синтеза.

Рис. 1. Структурная схема устройства для синтеза частоты.

2015
4
3
16



69

005

Реализация синтеза частоты для акустооптических спектрометров

Физические основы приборостроения. 2015. Т. 4. № 3 (16)

Реализация синтеза частоты для акустооптических спектрометров
Мартьянов П.С., Савин Ю.В. 
005
Приборы и устройства

Данная работа посвящена разработке и исследованию устройства синтеза частот для акусто-
оптических фильтров, входящих в состав спектрометров, используемых в научных целях РАН.  
Для решения этой задачи необходимо разработать устройство, которое синтезирует частоты в 
диапазоне от 10 до 240 МГц, что является необходимым требованием. Для выполнения этих тре-
бований нужно использовать метод цифрового (прямого) синтеза частоты. Управление этого 
устройства (вводом желаемой частоты) должно осуществляться с компьютера пользователем.

Рис. 2. Электрическая схема ФНЧ.

Анализ задачи показал, что заданное устройство можно реализовать с использованием управ-
ляющего микроконтроллера и микросхемы синтеза частоты. Для этого разработано устройство, 
за основу которого решено было использовать микросхему прямого цифрового синтеза (Direct 
Digital Synthesizers, DDS) частоты AD9958 производства фирмы Analog Device с частотой дискре-
тизации до 500 МГц. Синтезатор частоты (микросхема прямого синтеза) управляется микрокон-
троллером ATmega 168 через SPI-подобный интерфейс. Частотный выход у микросхемы AD9958 
дифференциальный, поэтому для получения однополярного сигнала используется согласующий 
каскад с высокочастотными трансформаторами модели TT15–1-KK81. Далее сигнал усиливается, 
а затем фильтруется для ликвидации гармоник частоты дискретизации и высокочастотных 
шумов. На выходе располагаются повторители напряжения на базе операционных усилителей 
для обеспечения малого выходного сопротивления устройства. Для управления микросхемой 
синтезатора частоты разработана управляющая программа на языке программирования Си с 
использованием рабочей среды Arduino. Данная программа загружается в энергонезависимую 
память микроконтроллера через последовательный порт, что позволяет внутрисистемно обнов-
лять управляющую программу.

Рис. 3. Изображение экрана вывода АЧХ модели фильтра полученное в программе «PSpice».
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Рис. 4. Внешний вид устройства печатного узла синтезатора частоты.

Амплитуда выходного сигнала изменяется в пределах от 0.8 до 1.5 В. Питание устройства осу-
ществляется напряжением 5  В при токе потребления 400–600 мА в зависимости от режима 
работы синтезатора. Время, за которое синтезатор обрабатывает управляющее воздействие и 
выдаёт желаемую частоту, составляет примерно 600 нс. На рис. 1 приведена структурная схема 
устройства для синтеза частоты.

Рис. 5.Изображение экрана осцилографа: выходной сигнал с устройства на частоте 150 МГц.
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При разработке данной схемы особое внимание было уделено фильтру нижних частот (ФНЧ), 
который должен обеспечивать достаточно большую крутизну амплитудно-частотной характери-
стики (АЧХ), достаточно широкий диапазон генерируемых частот (от 10 до 240 МГц) и достаточно 
высокое подавление в выходном сигнале гармоник частоты дискретизации. В результате был 
выбран фильтр 9 порядка, схема которого представлена на рис. 2. Данная схема была промодели-
рована в программе схемотехнического проектирования «PSpice». Это позволило точно рассчи-
тать индуктивности и емкости для заданного фильтра, что позволило получить АЧХ, представ-
ленную на рис. 3. Частота среза по результатам моделирования составила 240 МГц.

Стоит также отметить, что большим достоинством данного устройства является его много-
функциональность, возможность синтезировать различные виды модулированных сигналов и 
питание от единого источника. Также оно отличается наличием двух частотных выходов (кана-
лов), небольшими габаритами (40×80 мм), наличием технологического разъёма для программи-
рования. Внешний вид устройства для синтеза частоты, представляющего собой печатный узел, 
приведен на рис. 4.

На рис. 5 представлен пример выходного сигнала на экране осциллографа на частоте 150 МГц, 
который показывает удовлетворительно качество сигнала.

Стоит отметить, что был разработан опытный образец устройства синтеза частот, который 
представлен на рис. 6.

Рис. 6. Внешний вид опытного образца синтезатора частоты.

Технические характеристики синтезатора частоты представлены в табл. 1.

Таблица 1. Технические характеристики синтезатора частоты

Напряжение питания +5В
Потребляемый ток 500 мА
Рабочие частоты От 10 кГц до 220 МГц
Амплитуда выходного сигнала 1 В
Время перестройки частоты примерно 600 нс
Габариты устройства 97×64×26 мм

По результатам работы можно выделить основные достоинства разработанного устройства син-
теза частоты:

●● простота в использовании и мобильность: для работы необходим адаптер питания на 5 В и 
ноутбук;

●● относительно небольшие габариты, размеры печатной платы 80×40 мм;
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Acousto–optic frequency synthesizer  
for spectrometers

P. S. Martyanov, Y. V. Savin

Spectrometers based on acousto-optic (AO) filters have a number of features: no moving parts, 
compact, large aperture with a sufficiently high spectral resolution, electronically controlled AO filters. 
They can be effectively applied in different fields of analysis: process control, control outputs, monitoring 
and other using. To control the AO filters require special tools: generator, amplifier, modulator high-
frequency signals. All these functions can be combined in one device, built on modern methods of digital 
synthesis. In this paper deals with the development of devices for frequency synthesis acousto-optic 
filters that are used in spectrometers. To solve this problem it is necessary to develop a device that 
synthesizes harmonic signal in the frequency range from 10 to 240 MHz. This is a necessary requirement. 
To meet these requirements need to use the digital (direct) frequency synthesis (Direct Digital Synthesizers, 
DDS). Management of this device (input the desired frequency) should be automated and controlled from 
the PC user. Control is via the serial interface. For this purpose, an apparatus in which it was decided to 
use the chip direct digital frequency synthesis AD9958. Produces this chip firm Analog Device.  
The sampling frequency at 500 MHz chip. Chip frequency synthesis is controlled by a microcontroller 
ATmega 168 through the SPI-like interface. The frequency output from the chip AD9958 differential, so to 
get used unipolar signal matching stage with high frequency transformer model TT15–1-KK81. The signal 
is amplified and then filtered to eliminate harmonic sampling frequency and high-frequency noise.  
At the output of the voltage follower device located using operational amplifiers for low output impedance 
of the device. To control the chip frequency synthesizer designed control program for the C programming 
language using the working environment Arduino. This program is loaded into the non-volatile memory 
of the microcontroller via a serial port that allows you to update the control program. The amplitude of 
the output signal varies from 0.8 to 1.5 V. The device is powered 5 V at a current consumption  
of 400–600 mA, depending on the operating mode of the synthesizer. Time during which the synthesizer 
handles the control action and gives the desired frequency is approximately 600 ns. In developing the 
device, particular attention was paid to design low pass filter (LPF), which was proposed to take  
about 9 for greater steepness of the amplitude-frequency characteristic (AFC) and high enough 
suppression of harmonics in the output signal sampling frequency, which were produced by digitizing the 
signal. There have also been designed amplifier stages that have been implemented with operational 
amplifiers. Developed frequency synthesis device can be used in AO spectrometers, as well as  
any other devices.

●● довольно широкая полоса частот выходного сигнала;
●● возможность синтезировать сложные сигналы: АМ, ЧМ, ФМ;
●● наличие двухканального выхода и возможность работы первого и второго каналов 

одновременно.

Разработанный синтезатор частоты можно использовать не только в АО спектрометрах, но 
и в составе любых других устройств, где требуется генерация частот, а также как самостоя-
тельное устройство.
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профессору Вячеславу Александровичу Буцу.

SScciieennttiiffiicc aanndd OOrrggaanniizziinngg CCoommmmiitttteeee

V.M. Babich (Steklov Math. Institute) [Chair]
A.S. Kirpichnikova (Liverpool Hope Univ) [Conf Secretary]
T.V. Vinogradova (Euler Institute) [Visa support]
N.V. Zalesskaya (Euler Institute) [Accommodation]
I.V. Andronov (St.Petersburg University)
P.A. Belov (ITMO University)
L.I.Goray (St.Petersburg Academic University)
A.Ya. Kazakov (SUTD and SUAI)
N.Ya. Kirpichnikova (Steklov Math. Institute)
A.P. Kiselev (Steklov Math. Institute)
M.A. Lyalinov (St.Petersburg University)
O.V. Motygin (Institute for Problems in Mech Engineering)
M.V. Perel (St.Petersburg University)
A.M. Samsonov (Ioffe Phys.-Tech. Institute)
V.P. Smyshlyaev (University College London)
R. Stone (IEEE)
N.Y. Zhu (University of Stuttgart)

OOrrggaanniizzeedd bbyy

St.Petersburg Department of Steklov Math. Institute

SSuuppppoorrtteedd bbyy

Russian Foundation for Basic Research

Russian Academy of Sciences

IEEE ED/MTT/AP St.Petersburg Chapter

Please find the full information at the website

http://www.pdmi.ras.ru/~dd

CCoonnffeerreennccee wweebbssiittee

SSccooppee

- Mathematical aspects of wave propagation
- Asymptotic techniques
- Scattering and diffraction
- Electromagnetics
- Sound propagation and vibration
- Elastic waves and seismology
- Nonlinear waves
- Microwave and quantum waveguides
- Inverse problems
- Numerical approaches
- Non-stationary phenomena

Contributions concerning wave phenomena
of any nature are encouraged!

AAbbssttrraacctt ssuubbmmiissssiioonn

We expect to receive abstract, limited, if possible,
by one A4 page of 12pt font size submitted at the
website. Word documents are accepted. However,
LaTeX submissions are preferable and mandatory
for abstracts with significant amount of formulas
and/or figures.

RReeggiissttrraattiioonn

The registration is available at the conference website.
Registration fee is only collected upon arrival at the
conference in June 2016.

Registration fee 300 euro*

The registration fee covers organizational costs, access
to all conference's sessions and publications, lunches
and coffee breaks, and some extras. Accompanying
persons are expected to pay one quarter of the price,
and there will be an extra excursion for them.

*With reduction for students and participants from CIS.

IImmppoorrttaanntt ddeeaaddlliinneess

Early registration and
proposals to organize
a session

Registration and abstract
submission

Application for visa support

Conference

Full paper submission

* Earlier registration would be highly appreciated.
** Please try to apply ASAP to ensure completion of visa
formalities on time.

ASAP*

March 20, 2016

March 20**, 2016

June 27, 2016

July 14, 2016

SSppeecciiaall sseessssiioonnss

Workshop on metamaterials organized by P.A. Belov

Mini-symposium “Heun's equations and their applications”
organized by A.Ya. Kazakov and S.Yu. Slavyanov

Mini-symposium on linear and nonlinear water waves
organized by N.G. Kuznetsov and O.V. Motygin

CCoonnttaaccttss

Email: diffraction16@gmail.com
Fax: +7-812-310-5377

Address: Steklov Mathematical Institute
St.Petersburg Department, Fontanka 27
191023 St.Petersburg, Russia

DDAAYYSS oonn DDIIFFFFRRAACCTTIIOONN
hhttttpp::////wwwwww..ppddmmii..rraass..rruu//~~dddd

SStt..PPeetteerrssbbuurrgg,, RRuussssiiaa

AANNNNUUAALL IINNTTEERRNNAATTIIOONNAALL

CCOONNFFEERREENNCCEE

JJuunnee 2277 –– JJuullyy 11,, 22001166

Faculty of Physics of St.Petersburg University

ITMO University
Euler International Mathematical Institute
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