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Программный комитет объявляет о проведении 8-й Международной конференции “Акустоопти-
ческие и радиолокационные методы измерений и обработки информации” (ARMIMP-2015) 
с 20 по 23 сентября 2015 г. Конференция будет работать на базе Туристического Центра в старинном 
русском городе Суздале, входящем в состав «Золотого кольца России». Программный комитет при-
глашает принять в ней участие. На конференции планируется обсудить современные проблемы, свя-
занные с генерированием, излучением, распространением излучения, акустооптическими и радиоло-
кационными методами цифровой обработки сигналов различной физической природы, а также их 
применение в разных областях науки и техники.  
 

Основные научные направления: 
 генерирование и излучение сверхширокополосных сигналов и сверхкоротких импульсов; 
 прием, измерение и обработка сверхширокополосных сигналов и сверхкоротких импульсов; 
 распространение сверхширокополосных сигналов  и сверхкоротких импульсов в природных средах; 
 зондирование природных сред сверхширокополосными сигналами и сверхкороткими импульса-

ми; 
 миллиметровые и субмиллиметровые волны; 
 методы математического моделирования физических процессов в оптике и радиолокации; 
 методы решения некоректных задач в радиолокации и оптике; 
 R-функции, атомарные функции, вейвлеты, фракталы и хаос; 
 информационно-измерительные оптические и радиотехнические системы; 
 сверхширокополосные хаотические сигналы в оптических и радиотехнических  

информационных системах; 
 методы вычислительной томографии в оптике и радиолокации; 
 лазерная физика и техника; 
 сверхкороткие импульсы и методы нелинейной оптики; 
 акустооптические и радиолокационные методы измерений и обработки в биологии, медицине; 
 физические основы приборостроения. 
Рабочие языки конференции: русский и английский. Авторам следует направить по электронному 
адресу программного комитета материалы докладов объемом не более 4 стр. Принятые доклады бу-
дут опубликованы в Трудах конференции. По решению программного комитета отдельные работы 
будут опубликованы в специальных англоязычных выпусках международного журнала «Физиче-
ские основы приборостроения». 
 

Организаторы: Научно-технологический центр уникального приборостроения РАН, Инсти-
тут радиотехники и электроники им. В.А. Котельникова РАН, РНТОРЭС им. А.С. Попова, 
Российская секция IEEE, МГТУ им. Н.Э.Баумана, Владимирский государственный универси-
тет, Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова. 
 
Адрес для представления материалов в электронном виде: doklad-rntores@mail.ru 
Формат файлов: только MS Word.doc (при сохранении указывать тип файла «Документ Word 97-2003 (*.doc)) 

Платёжные реквизиты РНТОРЭС им. А.С. Попова: 
р/с: № 40703810038090105080  Московский банк Сбербанка России ОАО, г. Москва,  
ИНН 7702021967,   КПП 770201001,  
БИК 044525225,      корр. счет № 30101810400000000225 
 

ДОКЛАДЫ ПРИНИМАЮТСЯ ПО ОБЩИМ ПРАВИЛАМ РНТОРЭС, 
указанным на главной странице сайта http://www.rntores.ru 

Предприятия и организации из России и стран СНГ 4 400 

Представители и сотрудники ВУЗов России (а так же для руководите-
лей аспирантов и студентов) 3 500 

Если ВСЕ авторы доклада  аспиранты или студенты 
(без руководителей) льготный взнос 1800 

Заочное участие (публикация без доклада) НЕТ 

Иностранные участники     € / $ 250 / 300 
 

 

 СРОКИ:  
 

 Представление мате-
риалов до  

25 июня 2015 г. 

 Извещение о приеме 
доклада в программу, 
начиная с 

16 августа 2015 г., 
на http://www.rntores.ru 

 Оплата целевых взно-
сов производится одно-
временно с присылкой 
доклада 

 

18 сентября 2015 г. исполняется 80 лет  
известному ученому в области радиофизики, 
академику Российской академии наук, доктору 
физико-математических наук, профессору 
Юрию Васильевичу Гуляеву.



Юрий Васильевич Гуляев родился 18  сентября 1935 г. в поселке Томилино 
Люберецкого района Московской области. В 1952 г. с отличием окончил среднюю 
школу и поступил в Московский физико-технического институт (МФТИ).  
В 1958 г. окончил с отличием МФТИ и был направлен в очную аспирантуру ИРЭ 
АН СССР, где его научным руководителем стал профессор В. Л. Бонч-Бруевич.  
В 1960 г. перешел в заочную аспирантуру и принят на работу в институт в каче-
стве младшего научного сотрудника. В 1962 г. защитил кандидатскую диссерта-
цию а в 1970 г. докторскую. В 1979 г. избран член-корреспондентом Академии 
наук СССР, а в 1984 г. действительным членом Академии наук СССР.  
С 1988 г. по 2014 г. являлся директором ИРЭ АН СССР (ныне ИРЭ им. В. А. Котель-
никова РАН). В настоящее время Юрий Васильевич является научным руководи-
телем института.

Академик Ю. В. Гуляев — один из крупнейших ученых в стране и за рубежом  
в области радиофизики, электроники и информатики. Он является одним из соз-
дателей таких перспективных направлений современной науки и техники,  
как акустоэлектроника, спин-волновая электроника, акустооптика, биомеди-
цинская радиоэлектроника. Юрий Васильевич внес значительный вклад в раз-
витие вакуумной микроэлектроники, волоконной оптики, наноэлектроники, 
технологии открытых систем и др.

Ю. В. Гуляев — автор открытия, 500 статей, 6 монографий, а также 100 автор-
ских свидетельств на изобретения, патентов. Вклад академика Ю. В. Гуляева  
в развитие науки и техники в нашей стране отмечен Государственными преми-
ями СССР (1974, 1984 гг.), Государственными премиями Российской Федерации 
(1993 г., 2007 г.), премией им. Б. П. Константинова РАН (1991 г.), Золотой медалью 
им. А. С. Попова (1995 г.).

В 1979 г. он удостоен премии Европейского физического общества, а в 2006 г. 
премии Рэлея, учрежденной Международным институтом инженеров по элек-
тротехнике и радиоэлектронике (IEEE), за выдающийся вклад в развитие аку-
стоэлектроники, акустооптики, СВЧ-акустики и поверхностных акустических 
волн. Юрий Васильевич избран иностранным членом Польской академии наук, 
Китайской академии инженерных наук. Он является президентом Международ-
ного Союза научных и инженерных общественных объединений, председателем 
Российского национального комитета Международного научного радиосоюза 
(URSI). Многие годы возглавлял российскую секцию IEEE.

Под руковоством Ю. В. Гуляева Институт радиотехники и электроники  
им. В. А. Котельникова РАН достиг больших успехов: сотрудники института удо-
стоены шести Государственных премий СССР, шести Государственных премий 
Российской Федерации, Государственной премии УССР, премии Совета Мини-
стров СССР, двух премий Правительства Российской Федерации, премии Ленин-
ского комсомола, премии Правительства Российской Федерации в области 
образования.

По инициативе Ю. В. Гуляева созданы филиалы ИРЭ РАН в городах Саратове и 
Ульяновске, а также Научно-исследовательский центр биомедицинской электро-
ники — ныне Центр электронных диагностических систем ИРЭ им. В. А. Котель-
никова РАН в Москве. Юрий Васильевич является одним из создателей и органи-
заторов Саратовского научного центра РАН. Созданный в институте по его ини-



циативе отдел технологии микроэлектроники выделился в последствии  
в отдельный Институт СВЧ полупроводниковой электроники РАН. Акаде-
мик Ю. В. Гуляев организовал новый институт РАН: Институт нанотехнологий 
микроэлектроники. С 2006 по 2009 гг. являлся его директором-организатором.

Работы Ю. В. Гуляева имеют важное практическое значение для повышения 
обороноспособности и безопасности страны. Об этом свидетельствуют: премия 
Совета Министров СССР (1989 г.) и две Благодарности Верховного Главнокоман-
дующего Вооруженными силами Российской Федерации (2000, 2002 гг.). В 2010 г. 
Юрий Васильевич был избран в академию криптографии Российской 
Федерации.

Ю. В. Гуляев ведет большую научно-организационную деятельность: является 
членом Президиума РАН, заместителем академика-секретаря Отделения нано-
технологий и информационных технологий РАН, руководителем Секции вычис-
лительных, локационных, телекоммуникационных систем и элементной базы 
ОНИТ РАН (с 2001 г.), председателем Президиума Саратовского научного центра 
РАН, председателем Экспертного совета РАН по проектам Международного 
научно-технического центра, президентом Академии инженерных наук  
им. А. М. Прохорова, президентом Российского научно-технического общества 
радиотехники, электроники и связи им. А. С. Попова, главным редактором трех 
отечественных и одного зарубежного журналов.

С 1964 г. Юрий Васильевич преподавал в МФТИ, а с 1974 возглавлял кафедру 
твердотельной электроники и радиофизики. Юрий Васильевич является науч-
ным руководителем факультета физической и квантовой электроники и членом 
координационного совета МФТИ. Ю. В. Гуляевым подготовлено 80 кандидатов 
наук, 20 докторов наук. Среди его учеников: член-корреспондент РАН и акаде-
мик РАН. Юрий Васильевич является членом Высшей аттестационной комиссии, 
руководителем ведущей научной школы Российской Федерации. В 2009 г.  
в составе авторского коллектива он награжден премией Правительства Россий-
ской Федерации в области образования.

Вся сознательная жизнь Ю. В. Гуляев связана с журналом «Радиотехника  
и электроника». Здесь опубликованы его первые научные работы, когда он был 
аспирантом, некоторые основополагающие работы по ряду перспективных направ-
лений. За цикл работ в журнале «Радиотехника и электроника» Ю. В. Гуляев в составе 
авторского коллектива награжден главной премией МАИК-Наука-Интерпериодика 
за лучшую публикацию 2003 г. по разделу естественных наук.

Редколлегия журнала, многочисленные ученики и коллеги,  
друзья сердечно поздравляют Юрия Васильевича с юбилеем,  

желают крепкого здоровья, счастья и дальнейших  
творческих успехов!





Журнал переиздается на английском языке  
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Аннотация
Рассмотрены основные системы атомарных  
функций и новые весовые функции. Улучшены  
их физические характеристики на примере весо-
вых функций Кравченко-Кайзера и Кравченко-
Наттолла. На основе весовых функций Кравченко 
предложен алгоритм синтеза КИХ-фильтров. 
Исследованы обобщенные ряды отсчетов на 
основе атомарных функций, сделан анализ част-
ных случаев и рассмотрены их погрешности. Даны 
непараметрические оценки функций плотности 
вероятности последовательности случайных вели-
чин и её производных. Проведено математическое 
моделирование обработки сигналов в радиопри-
емном устройстве.

Ключевые слова: атомарные функции, КИХ-
фильтры, теорема отсчетов, непараметрические 
оценки, цифровая обработка сигналов, ЦОС

Abstract
The basic systemы of atomic functions and new 
weights functions are considered. Improve their 
physical characteristics on the example of the 
Kravchenko-Kaizer and Kravchenko-Nuttall weight 
functions. On the basis of the Kravchenko weight 
functions an algorithm of FIR-filter synthesis is 
offered. Investigated the general sampling series on 
the basis of atomic functions, made an analysis of 
special cases and considered their errors. Given the 
non-parametric estimations of the probability 
density functions of random variables sequences 
and its derivatives. The mathematical modeling of 
signal processing in radio receivers is made.

Key words: atomic functions, FIR-filters, sampling 
theorem, nonparametric estimation, digital signal 
processing, DSP

1. Основные системы атомарных функций

Рассмотрим кратко основные используемые в работе атомарные функции [1–11]. Атомар-

ная функция ( )Nfup x  составляется из свертки финитного сплайна N -го порядка ( )N xq  и функ-

ции ( )up x

	 1( ) * (2 ) * ( )N N Nfup x up x up xq q -= = ,

причем 0( ) ( )fup x up xº .

Функцию ( )Nfup x  можно записать с помощью интеграла Фурье

	 ( )
1

1 sin( /2) sin( 2 )( ) exp
2 /2 2

N k

N k
k

u ufup x jux du
u up

¥ -¥

-
=-¥

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷è ø Õò ,	  (1)

В отличие от финитного сплайна ( )N xq , имеющего не более 1N-  непрерывных произво-

дных, функция (1) является бесконечно дифференцируемой.
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Для каждого N  она четная, положительная, с носителем sup ( ) ( 2)/2;( 2)/2Nfup x N Né ù= - + +ë û , 

охватывает единичную площадь

	
( 2)/2

( 2)/2

( ) 1
N

N
N

fup x dx
+

- +

=ò .

Производная функции ( )Nfup x  имеет непосредственную связь с функцией 1( )Nfup x-

	 1 1
1 1( )
2 2N N Nfup x fup x fup x- -

æ ö æ ö÷ ÷ç ç¢ = + - -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
.

Атомарные функции ( )ah x  являются финитными решениями функционально-дифференциаль-

ного уравнения вида

	 ( )
2

( ) ( 1) ( 1)
2
ay x y ax y ax¢ = + - - ,	  (2)

где a  — любое действительное число, 1a> . При 2a=  получаем частный случай 2( ) up( )h x xº . 

Основными свойствами функции ( )ah x  [1] являются следующие:

1.	 Компактность носителя ( ) 0ah x º  "  1 1;
1 1

x
a a

é ù
ê úÏ -
ê ú- -ë û

.

2.	 Наличие плоской вершины ( )
2a
ah t =  при 

( ) ( )
2 2;
1 1

a ax
a a a a

é ù- -ê úÎ -ê ú- -ê úë û
, 2a> .

3.	 Координаты точек перегиба известны 1 ,
4
a

a
æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
 . Для 2a³  это координаты центров отрез-

ков постоянства производной на фронтах нарастания и спада функции.
4.	 Преобразование Фурье функции ( )ah x  имеет следующий вид:

	
1

ˆ ( ) sinca k
k

h
a
w

w
¥

=

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè øÕ .	  (3)

Выражение (3) обращается в нуль в точках ka nw p= , 1, 2,...n=± ± . В практических расчетах 
достаточно ограничиться небольшим числом членов бесконечного произведения (3), так как 
они с ростом k стремятся к единице (см. рис. 1.1).

Рис. 1.1. Поведение функции ( )sinc 2 kw -  для k=1 (сплошная линия),  

k=4 (пунктирная линия), k=7 (штрих-пунктирная линия).
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	 а) 	 б)

Рис. 1.2. Характер поведения атомарной функции ( )ah x  (а) и её производной (б).

   
	 а) 	 б)

   
	 в) 	 г)

   
	 д) 	 е)

Рис. 1.3. Поведение атомарной функции ( )ah x  а), в), д)  

и её первой производной б), г), е) для 2, 3, 4à= .
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5.	 Производные ( )ah x  выражаются через сдвиги-сжатия самой функции рекуррентно с 

помощью соотношения (2)

	
( 3) 2

( 1)( ) 12

1 1
( ) 2 ( 1)

n

j

n n n
p kn n n j

a k a
k j

h x a h a x ad
+

-- -

= =

æ ö÷ç ÷= + -ç ÷ç ÷çè ø
å å ,	  (4)

где 1 1d = , 2k kd d=- , 2 1k kd d- = , 1,2,k =  , а ( )jp k  — число, стоящее в j - м разряде двоичного 

разложения числа k , то есть ( ) [ 2 ]mod2j
jp k k= × .

Рисунок 1.2 поясняет свойства 1–3. Графики поведения функций ( )ah x  и её первой произво-

дной представлены на рис. 1.3.

2. Конструкции весовых функций и улучшение их физических характеристик

2.1. Физические характеристики весовых функций
Качество фильтра [1,6] определяется следующими физическими характеристиками.
Показатель широкополосности. Его использование обусловлено тем, что вейвлетобразу-

ющая функция ( )ty  в большинстве случаев является СШП сигналом. Показатель широкопо-

лосности m , задаваемый соотношением max min

max min

2 f f
f f

m
-

=
+

, где minf , maxf  — минимальная и макси-

мальная частоты функции спектральной плотности сигнала и определяются по уровню убыва-
ния функции спектральной плотности (ФСП) в e  раз относительно ее главного максимума.  
Для функций у которых (0) 0F ¹ , как и для любого видеосигнала 2m= . Под СШП сигналом 
понимают сигнал, показатель m  которого удовлетворяет условию: min 2m m£ < , где min 1m = .

Центральная частота функции спектральной плотности. Она является вторым основным 

параметром при описании СШП сигналов и задается выражением ( )0 min max
1
2

f f f= + . Для ( )w t ,  

у которой min 0f = , имеем	 0 max /2f f= .

Относительное положение максимума ФСП определяется 1 0/mf fg = , где mf  — частота 

главного максимума.
Положение первого нуля ФСП. Для ( )w t  под частотой первого нуля n  понимается такое мини-

мальное значение частоты f , если W( ) 0n = . Для ( )ty , у которой (0) 0Y = , следует дополни-
тельно потребовать 0n ¹ . Тогда	 2 mfg n= - .

В данном случае 2g  является инвариантным относительно масштабирования.

Ширина ФСП по уровню 3 дБ. Этот параметр представляет собой уровневый показатель 
широкополосности	 3 max3 min3f fg = - .

Здесь максимальная и минимальная частоты min3f  и max3f  определяются из условия

	
2

W( )10lg 3
W( )m

f
f

= .

Относительное положение первого нуля ФСП 2/3
3

mfn
g

g
-

= .

Ширина ФСП по уровню 6 дБ. Аналогично предыдущему параметру
	 4 max6 min6f fg = - ,

где min6f  и max6f  определяются условием   
2

W( )10lg 6
W( )m

f
f

= .
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Относительная ширина ФСП по уровню 6 дБ max6 min6
4/3

3

f f
g

g

-
= .

Потери информации (в дБ), наблюдающиеся при отбрасывании от ФСП компонент с 

частотами 0,f né ùÏ ë û , где n  — первый нуль ФСП правее ее главного максимума mf

	 0
5

0

W( )
10lg 1

W( )

f df

f df

n

g ¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= - ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

ò

ò
.

Потери информации (в дБ), наблюдающиеся при отбрасывании от ФСП компонент с 

частотами min max,f f fé ùÏ ë û

	

max

min
6

0

W( )

10lg 1
W( )

f

f

f df

f df
g ¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç= - ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷çè ø

ò

ò
.

Когерентное усиление задается соотношением

	
/2

7
/2

1 ( )w t dt
t

t

g
t

-

= ò ,

где t  — длина интервала, на котором функции не равны нулю.

Эквивалентная шумовая полоса определяется так

	
2/2 /2

2
8

/2 /2

( ) ( )w t dt w t dt
t t

t t

g t
- -

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

ò ò .

Максимальный уровень боковых лепестков (в дБ). Пусть 1mf , 2 ,...,m mkf f  — точки локаль-

ных максимумов ФСП отличные от главного максимума mf . Тогда

	 9
W( )10lgmax
W( )

mk
k

m

f
f

g = .

Паразитная амплитудная модуляция 

	 ( ) ( )
2

10 10log /2 / 0W Wg p=- .

Максимальные потери преобразования 11 8 1010log( )k kg = +  (МПП).

Константа неопределенности по времени и частоте xwD , где

		
( )

( )
2

2
1x x f x dx

f x

¥
*

-¥

= ò , 
( )

( ) ( )
1 2

2 21
x fx x f x dx

f x

¥
*

-¥

æ ö÷ç ÷çD = - ÷ç ÷ç ÷è ø
ò ,

		
( )

( )
2

2
1 ˆ

ˆ
f d

f
ww w w w

w

¥
*

-¥

= ò , 
( )

( ) ( )
1 2

2 2

ˆ
1 ˆ

ˆ f
f d

f
w w w w w

w

¥
*

-¥

æ ö÷ç ÷çD = - ÷ç ÷ç ÷è ø
ò .

2L –норма функции (P), носитель ( supp ) и эффективный носитель

	 ( ){ }
2

supp 0.999E L
x f x P= = .
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Близость частотной характеристики к идеальной (прямоугольной) можно оценить по 
соотношению 4 3 1g g ³ .

В табл. 1 представлены характеристики следующих классических [1,6,9,12] весовых функций.

●● Прямоугольное ( )
1, 1;

 
0, 1,

x
Ï x

x

ìï £ï=íï >ïî

●● Бартлета ( )
1 , 1;

  
0, 1,

x x
b x

x

ìï - £ï=íï >ïî

●● Карре ( ) ( )1   sinc( ),p x b x xp=

●● Лапласа-Гаусса ( )
2

2
2

1  exp ,
2

p x x
-æ öæ ö ÷ç ÷ ÷çç= - ÷ ÷çç ÷ ÷÷çç è ø ÷çè ø

●● Хеннинга ( ) ( )3
1  1 cos( ) ,
2

p x xp= +

●● Хэмминга ( )4   0.54 0.46 cos( ),p x xp= +

●● Блэкмана ( )5   0.42 0.5 cos( ) 0.08 cos(2 ).p x x xp p= + +

Для сравнения используем следующие [1] весовые функции Кравченко-Рвачева:

	 1( ) up( )w t t= , 2( ) up( ) 0.01up ( )w t t t¢¢= + , 3 1 1( ) fup (3 /2)/ fup (0)w t t= ,

	 4 1 1 1 1( ) (fup (3 /2) 0.0056fup (3 /2))/(fup (0) 0.0056fup (0))w t t t¢¢ ¢¢= + + ,

	 5 3/2( ) h ( )w t t= , 6 2 2( ) ( )/ (0)w t t=X X .

Их физические характеристики приведены в табл. 1. 

Таблица 1. Физические характеристики весовых функций

Функция 2g 3/g 3g 4g 3/g 7g 8g 9g 10g 11g D

Классические весовые функции

П(x) 2.33 1.35 1.33 1.00 1.00 -13.3 3.93 3.93 14.151
b(x) 3.23 1.94 1.38 0.50 1.33 -26.5 1.82 3.07 0.548
p1(x) 1.84 8.67 1.14 0.15 5.51 -28.3 0.05 7.46 0.636
p2(x) 4.67 2.24 1.47 0.44 1.61 -51.3 1.29 3.36 0.538
p3(x) 2.80 2.24 1.33 0.50 1.50 -31.5 1.43 3.18 0.513
p4(x) 3.23 1.94 1.46 0.54 1.36 -42.7 1.75 3.10 1.072
p5(x) 3.71 2.54 1.41 0.42 1.73 -58.1 1.10 3.47 0.502

Весовые функци Кравченко–Рвачева
w1 2.625 2.391 1.375 0.500 1.618 -23.3 1.211 3.300 0.543
w2 2.800 2.242 1.333 0.500 1.499 -31.1 1.428 3.185 0.520
w3 3.500 2.690 1.444 0.387 1.863 -37.2 0.934 3.636 0.505
w4 3.706 2.541 1.412 0.387 1.760 -50.9 1.055 3.510 0.503
w5 3.000 3.139 1.381 0.500 2.118 -36.3 0.719 3.978 0.507
w6 3.316 2.840 1.368 0.535 1.904 -51.9 0.898 3.694 0.503
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2.1. Весовые функции Кравченко–Кайзера
Рассмотрим на примере атомарной функции ( )Nfup x  [1] и весовой функции Кайзера [12-14] 

построение весовой функции Кравченко-Кайзера [8,14].
Атомарную функцию ( )Nfup x  запишем с помощью интеграла Фурье в виде

	 ( ) ( ) ( )
1

sin 2sin /21( ) exp
2 /2 2

N k

N k
k

uu
fup x jux du

u up

-¥ ¥

-
=-¥

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
Õò .	  (5)

Она является бесконечно дифференцируемой с носителем ( ) ( )2 2, 2 2N Né ù- + +ê úë û . Для выпол-

нения условия нормировки воспользуемся модифицированной функцией 2
2

2N N
xw fup

N
æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè ø+

.

Функция Кайзера-Бесселя [8,12–14] определяется следующим образом:

	 ( )
( )

2

0
ìîä

0

21 xI a
T

K x
I a

p

p

æ ö÷æ öç ÷ç ÷ç ÷÷ç ç- ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ ÷çè ø ÷ç ÷çè ø
= , ìîä ìîä4 , 4x T Té ùÎ -ê úë û .	 (6)

Здесь ( )0I *  — модифицированная функция Бесселя первого рода. Нормированное время 

( )íkx k e j p h= - -  служит для попадания отсчетов выборки в нули функции разностной 

частоты.
Конструкции весовых функций Кравченко-Кайзера [14] получим с помощью операции пря-

мого произведения в следующем виде:
	 ( ) ( ) ( )KKzw x w x K x= .	  (7)

Таким образом,	
( )

( )
( )

2
0

0

11 2
0 2KKz N

N

I a xxw fup
fup N I a

p

p

-æ ö÷ç= ´÷ç ÷÷çè ø+
.	  (8)

Функция Кравченко-Кайзера обладает компактным носителем и зависит от двух 
параметров.

В табл. 2 представлены характеристики весовых функций Кравченко-Кайзера.

Таблица 2. Физические характеристики функций Кравченко-Кайзера

b N 3g 4 3g g 2 3/g g 7g 9g 11g

6 3 2.542 1.471 5.176 0.400 -70.5 3.57
6 4 2.692 1.389 4.444 0.386 -74.4 3.65
6 5 2.841 1.368 4.579 0.373 -80.0 3.73
7 3 2.692 1.444 6.500 0.380 -81.8 3.69
7 4 2.841 1.421 4.474 0.369 -79.7 3.77
7 5 2.841 1.421 5.053 0.357 -86.6 3.85
8 3 2.841 1.421 6.368 0.364 -89.4 3.80
8 4 2.991 1.400 4.500 0.353 -82.6 3.88
8 5 2.991 1.450 5.300 0.343 -91.1 3.96
9 2 2.841 1.421 4.053 0.361 -63.1 3.83
9 3 2.991 1.400 6.250 0.349 -95.6 3.91
9 4 2.991 1.450 4.750 0.340 -84.3 3.99
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2.2. Весовые функции Кравченко–Наттолла
Функция Наттолла согласно [12] задаётся следующим выражением:

	
( ) ( )

0 1 2

1 1
cos 2 cos 4

2 2N

x x
w a a ap p

æ ö æ ö+ +÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= - +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
.	  (9)

Рассмотрим функции Наттолла с наборами коэффициентов, представленных в табл. 3.

Таблица 3. Коэффициенты некоторых весовых функций Наттолла

Весовая функция
0a 1a 2a

,1Nw 0.53836 0.46164 0

,2Nw 0.42323 0.49755 0.07922

,3Nw 0.44959 0.49364 0.05677

,4Nw 0.375 0.5 0.125

,5Nw 0.40897 0.5 0.09103

,6Nw 0.4243801 0.4973406 0.0782793

Применение атомарных функций, а также WA-систем на их основе [3,6–8,14–16] для анализа 
СШП сигналов интересно тем, что они, как и СШП сигналы, являются локализованными во вре-
мени, чем выгодно отличаются от неограниченных во времени базисных функций преобразо-
вания Фурье. Для выбора наилучшей функции введен функционал качества вида

	 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )7 10 9 11
1 1 2 log 3 0.5
4

J g g g= - + - - + - + D- .	  (10)

Физические характеристики весовых функций Наттолла (8) приведены в табл. 4. 

Таблица 4. Физические характеристики весовых функций Наттолла

Функция
2g 3/g 3g 4g 3/g 7g 8g 9g 10g 11g D

,1Nw 3.231 1.943 1.462 0.538 1.367 -43.2 1.740 3.099 1.036

,2Nw 3.706 2.541 1.353 0.423 1.708 -70.5 1.129 3.455 0.504

,3Nw 3.688 2.391 1.375 0.450 1.611 -62.1 1.267 3.337 0.520

,4Nw 3.316 2.840 1.421 0.375 1.944 -46.7 0.863 3.751 0.503

,5Nw 3.706 2.541 1.412 0.409 1.772 -64.2 1.045 3.530 0.502

,6Nw 3.938 2.391 1.438 0.424 1.704 -71.1 1.135 3.449 0.505

Предложеные весовые функции Кравченко-Наттолла, построенные с помощью прямого про-
изведения задаются так

	 ( ) ,, , ( ) ( ) ( )k N nNK k nw t w t w t= × , 1,..,6k = , 1,..,6n= .

Весовые функции Кравченко-Наттолла, построенные с помощью свертки определим в виде

	 ( ) ,, ,
1( ) ( ) ( )k N nNK k ncw t w bt w t
b

= ´ .

Здесь параметр b  введен для улучшения физических характеристик ( ), , ( )NK k ncw t  и выбира-

ется таким образом, чтобы первый ноль функции -1 ( )kb w bt  своим положением совпал с макси-

мумом боковых лепестков , ( )N nw t . Их физические характеристики представлены в табл. 5.
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Таблица 5. Физические характеристики новых весовых функций Кравченко-Наттолла

k n
2g 3/g 3g 4g 3/g 7g 8g 9g 10g 11g D J

( ), , ( )NK k nw t

1
1 2.842 2.840 1.421 0.397 1.934 -29.5 0.858 3.722 0.516 0.468
3 3.050 2.989 1.450 0.361 2.087 -32.5 0.742 3.938 0.510 0.519

2
1 3.389 2.690 1.444 0.384 1.889 -41.0 0.918 3.680 0.505 0.422
3 3.850 2.989 1.400 0.348 2.066 -42.1 0.773 3.925 0.503 0.489

( ), , ( )NK k ncw t

1

4 2.923 1.943 1.385 0.566 1.306 -38.6 1.896 3.055 1.044 0.362
5 3.000 1.794 1.417 0.582 1.271 -35.7 1.998 3.041 1.294 0.425
6 3.000 1.794 1.417 0.590 1.257 -34.7 2.044 3.036 1.420 0.456

2

2 2.833 1.794 1.417 0.608 1.226 -32.7 2.146 3.030 1.728 0.534
4 3.000 1.794 1.417 0.585 1.265 -35.3 2.017 3.038 1.345 0.438
5 2.917 1.794 1.417 0.601 1.237 -33.4 2.108 3.032 1.607 0.504

3

2 3.308 1.943 1.385 0.551 1.325 -37.3 1.853 3.073 1.042 0.373
4 3.692 1.943 1.462 0.520 1.395 -41.2 1.680 3.125 0.764 0.313
5 3.462 1.943 1.385 0.542 1.344 -38.4 1.802 3.086 0.947 0.352

4

2 3.077 1.943 1.385 0.563 1.299 -35.9 1.923 3.059 1.190 0.408
5 3.231 1.943 1.385 0.555 1.316 -36.8 1.875 3.068 1.087 0.384
6 3.077 1.943 1.385 0.564 1.298 -35.8 1.926 3.058 1.198 0.410

5

2 3.615 1.943 1.462 0.525 1.381 -40.2 1.712 3.115 0.812 0.324
3 3.462 1.943 1.385 0.543 1.342 -38.3 1.808 3.084 0.955 0.353
4 4.857 2.092 1.429 0.491 1.472 -47.1 1.518 3.196 0.609 0.285

6

2 3.385 1.943 1.385 0.546 1.334 -37.7 1.828 3.080 1.000 0.365
4 3.500 2.092 1.357 0.514 1.408 -41.7 1.652 3.136 0.734 0.309
6 3.385 1.943 1.385 0.547 1.333 -37.6 1.832 3.079 1.008 0.366

7

3 3.077 1.943 1.385 0.563 1.300 -36.1 1.920 3.058 1.174 0.403
4 3.500 2.092 1.357 0.516 1.405 -41.9 1.657 3.133 0.734 0.307
6 3.385 1.943 1.385 0.548 1.331 -37.6 1.837 3.077 1.012 0.366

Двумерные функции Кравченко-Наттолла для прямоугольной опорной области можно 
построить с помощью выражения

	 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 12 , , , , , , ,,D KN k n KN k n KN k nw x x w x w x= × ,	  (11)

а также
		  ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 12 , , , , , , ,,D KN k n KN k n KN k ncw x x cw x cw x= × .	  (12)

Характерные изображения двумерных функций Кравченко-Наттолла представлены на 
рис. 2.1. Двумерные аналитические вейвлеты строятся с помощью частотной модуляции по 
обеим размерностям [3,6] и наследуют основные физические свойства (11) и (12).  
Для более сложных конфигураций опорных областей целесообразно использовать теорию 
R-функций [1–3,6,10].
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Рис. 2.1. Двумерная функция Кравченко-Наттолла ( )( )1 22 , , 5,6 ,D KNw x x .

3. Конструкции КИХ-фильтров на основе весовых функций Кравченко
В современных радиофизических задачах стоит вопрос построения систем фильтров [3,12–21], 

обладающих хорошей частотной избирательностью и минимизирующих ошибки, связанные с 
цифровой обработкой сигналов. В данной работе предлагаются новые конструкции цифровых 
фильтров [1–3,6,7,16–18], построенных на основе атомарных функций (АФ) [1–11]. Они опреде-
ляются через обобщенные теоремы отсчетов Кравченко-Котельникова (КК) и Кравченко-Леви-
тана (КЛ) [1–3].

3.1. Фильтры с линейной фазовой характеристикой
Одним из важнейших свойств КИХ-фильтров [1–3,6,12] является возможность получения 

линейной фазовой характеристики. По этой причине остановимся на данном свойстве подроб-
нее. При прохождении сигнала через фильтр модификации подвергается амплитуда и/или фаза 
данного сигнала. Природа и величина изменения сигнала зависят от амплитудной и фазовой 
характеристик фильтра. Удобной мерой модификации фазовой характеристики сигнала явля-
ется фазовая или групповая задержка фильтра. Если сигнал состоит из нескольких частотных 
компонентов (например, речевой или модулированный сигнал), фазовая задержка фильтра — 
это величина временной задержки, которую испытывает каждый частотный компонент сиг-
нала при прохождении через фильтр. Групповая задержка — это средняя временная задержка 
составного сигнала. Математически фазовая задержка равна минус углу сдвига фазы, делен-
ному на частоту, тогда как групповая задержка — это минус производная фазы по частоте

	 ( )pT q w w=- ,

	 ( )gT d dq w w=- .

Фильтр с нелинейной фазовой характеристикой будет искажать фазу сигнала, проходящего 
через этот фильтр. Это объясняется тем, что частотные компоненты сигнала будут задержи-
ваться на величину, не пропорциональную частоте, нарушая таким образом их гармоническую 
связь. Подобное нарушение нежелательно во многих ситуациях (например, передаче данных, 
воспроизведении музыки и видео, биомедицине) и его можно избежать, используя фильтры с 
линейными фазовыми характеристиками в рабочем диапазоне частот. Фильтр с линейной 
фазовой характеристикой удовлетворяет одному из следующих соотношений:

	 ( )q w aw=-  	 (13)

или
	  	 ( )q w b aw= - ,	 (14)

где a  и b  — некоторые константы. 
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Если фильтр удовлетворяет условию (13), то у него остаются постоянными групповая и фазо-
вая задержки. Можно показать, что это условие выполняется, если импульсная характеристика 
фильтра обладает положительной симметрией.
Фазовая характеристика в этом случае является функцией длины фильтра

	 ( ) ( )1h n h N n= - - , ( )0,1,..., 1 2n Nê ú= -ê úë û , ( )1 2Na= - .

Условие (14) удовлетворяется, когда фильтр имеет только постоянную групповую задержку.  
В этом случае импульсная характеристика фильтра имеет отрицательную симметрию

	 ( ) ( )1h n h N n=- - - , ( )1 2Na= - , 2b p= .

КИХ-фильтры с линейной фазовой характеристикой формируют важный класс в семействе 
КИХ-фильтров. Они обладают уникальным набором свойств, влияющих на разработку и реали-
зацию данных фильтров. Продемонстрируем некоторые из этих свойств на примерах.

3.2. Типы КИХ-фильтров с линейной фазовой характеристикой
Можно выделить четыре типа КИХ-фильтров с линейной фазовой характеристикой, отлича-

ющихся четностью N  и типом симметрии ( )h n  (положительная или отрицательная).

Частотная характеристика фильтра типа 2 (положительно-симметричные коэффициенты и 
четная длина) всегда равна нулю при половине частоты дискретизации ( 0.5f = ), т. к. все 

частоты нормированы на частоту дискретизации. Фильтры типов 3 и 4 (отрицательно-симме-
тричные коэффициенты) вводят сдвиг фазы на 90°, а частотная характеристика таких филь-
тров всегда равна нулю при нулевой частоте. Частотная характеристика фильтров третьего 
типа всегда равна нулю при 0.5f = . Фильтры первого типа наиболее универсальны. Фильтры 

третьего и четвертого типов часто используются при проектировании дифференциаторов и 
фильтров, реализующих преобразования Гильберта, поскольку могут давать сдвиг фазы на 90°.

3.3. Разработка КИХ-фильтров
Разработка цифрового фильтра [12] включает пять этапов.
Спецификация фильтра. На данном этапе задаётся тип фильтра, например, фильтр нижних 

частот, нужная амплитудная и/или фазовая характеристика и разрешенные допуски, частота 
дискретизации и т. д.

Вычисление коэффициентов. Здесь определяются коэффициенты передаточной функции  
H(z), которая удовлетворяет спецификациям, полученным на этапе 1.

Выбор структуры. Данный этап заключается в преобразовании полученной передаточной 
функции в удобную для обработки форму.

Анализ ошибок. Оценивается влияние квантования на коэффициенты фильтра и входные 
данные, а также влияние на производительность фильтра операции фильтрации с дискрет-
ными последовательностями конечной длины.

Реализация. Это заключительный этап. Здесь разрабатывается программный код и/или 
аппаратный блок и выполняется собственно фильтрация.

Перечисленные пять этапов и их связь обозначены на рис. 3.1.

3.4. Построение фильтра с конечной импульсной характеристикой
Целью методов вычисления коэффициентов КИХ-фильтров является получение значений 

( )h n , при которых фильтр удовлетворяет спецификациям, относящимся к амплитудно-частот-

ной характеристике и требованиям к пропускной способности. Существует несколько методов 
получения ( )h n  [12,16]. Наиболее широко используемыми из них являются метод вырезания, 

оптимальный метод и метод частотной выборки. Все три метода позволяют получать  
КИХ-фильтры с линейной фазовой характеристикой. Рассмотрим метод вырезания с 
взвешиванием.
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Рис. 3.1. Этапы разработки цифровых фильтров.

Весовая функция (ВФ) в задачах цифровой обработки сигналов (ЦОС) должна удовлетворять 

некоторым требованиям [5–9,16-18], которые обеспечивают реализуемость конкретного филь-

тра. Функция фильтра должна обеспечивать нулевой сдвиг фазы

	 ( ) ( )H f H f*= .	  (15)

Это означает, что её импульсная характеристика симметрична относительно начала координат 

[ ] [ ]h x h x= - . Частотная характеристика фильтра ( )0H f  представляется рядом Фурье вида

	 ( ) ( )0 0[ ]exp ,
x

H f h x jfx
¥

=-¥

= -å 	  (16)

где коэффициенты ряда 0[ ]h x  определяются с помощью выражения

	 ( ) ( )0 02
1[ ] exp .

4
h x H f jfx df

p

p
p

-

= ò 	  (17)

Здесь 0[ ]h x  — коэффициенты бесконечной импульсной характеристики (ИХ) фильтра, соответ-

ствующего заданной частотной характеристике 0( )H f . Для реализации КИХ-фильтра пределы 

суммирования в (16) должны быть ограничены. Для улучшения сходимости при усечении ряда  

(16) коэффициенты 0[ ]h x  следует умножить на ВФ с компактным носителем [ ]w x

	 0[ ] [ ] [ ]h x w x h x= × .	  (18)

Для фильтров с нулевым фазовым сдвигом ВФ также должна удовлетворять условию

	 [ ] [ ]w x w x= - .	  (19)
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Таким образом,

		  ( ) ( )0 02
[ ][ ] exp

4
w xh x H f jfx df

p

p
p

-

= ò ,	  (20)

а для частотной характеристики

	 ( ) ( )
2

1

0 1 2 0, [ ]exp
N

x N
H f f h x jfx

=

= -å 
 .	  (21)

Здесь 1N , 2N  — пределы суммирования.

Идеальным фильтром нижних частот [2] является классическая функция Котельникова

	 ( ) sinc xw x pæ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè øD
,	  (22)

где D  — шаг дискретизации. Чем больше величина D , тем шире получается функция по коор-
динате x и уже по частоте. К достоинствам такого фильтра можно отнести простоту вычисле-
ний и идеальную форму спектра фильтра при ( );x Î -¥ ¥ . Недостатки фильтра (22) вытекают 

из его достоинств. Идеальный фильтр нижних частот получается только при определении ИХ 
фильтра на бесконечном интервале. В других случаях появляется эффект Гиббса [1-3,6,16,18]. 
При сужении интервала определения ИХ эффект Гиббса резко усиливается (см. рис. 3.2).

Рис. 3.2. Динамика изменения амплитудно-частотной характеристики функции Котельникова 
при уменьшении ширины интервала определения (носителя) функции. Цвета соответствуют 

следующим носителям функции: [–25;25] — черный жирный, [–20;20] — синий,  
[–10;10] — красный, [–5;5] — черный тонкий.

Это делает необходимым использование обобщенных функций [1–11,16,18], позволяющих 
путем варьирования параметров синтезировать цифровые фильтры с широким спектром 
физических характеристик.

Достоинством метода взвешивания является простота построения и наглядность.  
Это дает удобство его применения в практических задачах цифровой обработки радиофизиче-
ских сигналов.

Примеры построения низкочастотного, высокочастотного и полосового фильтров приве-
дены на рис. 3.3 – 3.5. Графики ошибок получаемой частотной характеристики фильтров в зави-
симости от количества коэффициентов приведены на рис. 3.5 – 3.7.
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Рис. 3.3. Импульсная характеристика (а) и спектр (б) низкочастотного фильтра,  
построенного с помощью весовой обработки. На графиках: чёрная линия — спект идеального 

фильтра, красная линия — синтезированный фильтр без взвешивания,  
синяя линия — синтезированный взвешенный фильтр.

Рис. 3.4. Импульсная характеристика (а) и спектр (б) высокочастотного фильтра,  
построенного с помощью весовой обработки. На графиках: чёрная линия — спект идеального 

фильтра, красная линия — синтезированный фильтр без взвешивания,  
синяя линия — синтезированный взвешенный фильтр.

а)

б)

а)

б)
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Рис. 3.5. Импульсная характеристика (а) и спектр (б) полосового фильтра,  
построенного с помощью весовой обработки. На графиках: чёрная линия — спект идеального 

фильтра, красная линия — синтезированный фильтр без взвешивания,  
синяя линия — синтезированный взвешенный фильтр.

Рис. 3.6. Графики ошибок получаемой частотной характеристики низкочастотного фильтра в 
зависимости от количества коэффициентов.

а)

б)
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Рис. 3.7. Графики ошибок получаемой частотной характеристики высокочастотного фильтра 
в зависимости от количества коэффициентов.

Рис. 3.8. Графики ошибок получаемой частотной характеристики полосового фильтра в 
зависимости от количества коэффициентов.

4. Обобщенные ряды отсчетов на основе атомарных функций
Известно [1–11], что АФ нашли широкое применение в различных физических приложениях.  

На их основе [1,6,7,16,18–23] построены обобщенные ряды Котельникова. Теоремы, определя-
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ющие условия, при которых аналоговый сигнал ( )s t  можно точно восстановить по дискретным 
отсчетам называются теоремами отсчетов [1–3,6,7]. Они имеют дело с представлениями анало-
гового сигнала ( )s t  в виде

	
{ }

( ) ( ) ( ) ( )k k kt T k
s t f s t s tj

Î
» =å ,	  (23)

где ( )k tj , 1,2,...k =  — множество сигналов (функций времени), выбранных заранее независимо 

от вида ( )s t , { }T  — множество моментов времени, на котором определены ( )s t  и { }( )k tj , 

1,2,...k = . Знак »  указывает на то, что правая часть (4) не обязательно совпадает с ( )s t  во всех 

точках, а лишь близка к ( )s t  в соответствии с выбранной метрикой (расстоянием) ( ), ( )ks t s tr é ùë û . 

Наиболее часто встречается квадратичная метрика вида

	 21 ( ) ( )
2

T

s k
T

s t s t dt
Tyr

-

= -ò 	  (24)

пропорциональная разности энергий аппроксимируемого ( )s t  и аппроксимирующего ( )ks t  сиг-

налов. В канале связи под сигналом ( )s t  понимается огибающая амплитуды несущего сигнала 

( )Hs t  частоты порядка 14 1510 ...10f  Гц. В роли функций { }( )k tj  обычно используются импульсы, 

смещенные относительно начала отсчета времени пропорционально k . Импульс ( )k tj  назы-

вают интерполирующим, если
	 ( ) (0) 1kk jé ù" =ë û , ( )1,2,... ( ) 0kl ljé ù" = D =ë û ,

где D  — некоторый конечный интервал времени, период отсчетов. В роли функций ( )kf t  для 

удобства реализации в большинстве случаев выступают точечные отсчеты
	 ( ) ( )kf t s k= D , 0, 1, 2,...k = ± ± ,

а вид импульсов { }( )k tj  принимается одинаковым. Тогда

	 ( ) ( ) ( )k
k

s t s k t kj» D - Då .	  (25)

Представление (25) дает точное равенство при t k= D  и ( )s t  в промежутках между отсчетами 
изменяется не слишком быстро. Тогда погрешность

	 ( ), ( ) ( )
k

s t s k t kr j
æ ö÷ç D - D ÷ç ÷÷çè øå 	  (26)

получается технически допустимой. Более сильное утверждение справедливо для сигналов с 
ограниченной полосой частот. Для них спектр ˆ( ) 0s w =  вне интервала w £W , где 2 FpW=  — 

максимально возможная круговая частота спектра. Внутри интервала w £W  спектр ˆ( )s w  отли-

чен от нуля по крайней мере на некотором подмножестве точек w  ненулевой меры (область, в 
точках которой ˆ( ) 0s w ¹  имеет ненулевую длину). Сделанная оговорка имеет формальный 
характер, ибо нет смысла рассматривать тождественно нулевой спектр. Спектр аналогового 
сигнала ( )s t  определяется так

	 ( )1ˆ( ) ( )exp
2

s s t i t dtw w
p

+¥

-¥

= ò .	  (27)

Здесь ˆ( )s w  интегрируется в квадрате на ;é ù-W +Wë û . Предполагается, что сигнал

	 ( )ˆ( ) ( )exps t s i t dw w w
+W

-W

= -ò 	  (28)
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обладает конечной энергией в области своего определения t-¥< <+¥  (теоретически бес-

конечной)	 2ˆ( )s dw w
+W

-W

<¥ò .	  (29)

Теорема 1 (Котельникова). Для аналоговых сигналов ( )s t  с ограниченной полосой ˆ( )s w   
и заданных на бесконечной оси времени, t-¥< <+¥  справедливо равенство

	
( )

( )

( )

( ) ( )

sin2sin 2( )
2 2

2
sin

sinc ,

k k

k k

kF tt k k Fs t s k s
kFt k F t
F

t k
s k s k t k

t k

p p

p
p

pp p
p

p

¥ ¥

=-¥ =-¥

¥ ¥

=-¥ =-¥

æ ö÷ç - ÷ç- D ÷÷çæ ö è øD ÷ç= D = =÷ç ÷÷ç æ öè ø ÷ç- D - ÷ç ÷÷çD è ø

æ ö æ öW -÷ ÷ç ç= = W -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è øW W - W

å å

å å

	  (30)

где ( ) ( )sin
sinc

t
t

t
= , D  — интервал времени между двумя соседними равноотстоящими отсче-

тами сигнала ( )s t 	 1 .
2F

p
D= =

W

Представление тестового сигнала ( )( ) 1 0.25 sin 4s t tp= +  рядом (30) приведено на рис.  4.1а. 

Сплошная линия ( )s t  представляет собой сумму сплошного и пунктирных сигналов ( )k tj , умно-

женных на величину амплитуд ( )s kD  в точках kD .

а)                                                           б)

в)                                                           г)

Рис. 4.1. Представление сигнала ( )s t  рядом отсчетов (30) (а), а также  

обобщенными рядами с параметрами 2, 2M a= =  (б), 2, 1.5M a= =  (в), 4, 2M a= =  (г)  

для носителя функции язра рядов [–25;25]. Тонкая линия — восстановленный сигнал, чёрная 
жирная линия — функция ядра, пунктирные линии — смещённые функции ядра.
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4.1. Обобщенные ряды Котельникова на основе АФ

Аналоговый сигнал ( )s t  с ограниченной полосой ˆ( )s w  представим в виде

	 ( ) ( )1
1

( ) sinc j
k j

s t s k t k
a
p¥¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç= D - D ÷ç ÷÷çè øDå Õ .	  (31)

Выражение (9), удовлетворяя всем требованиям теоремы Котельникова, обладает лучшей 
сходимостью [1-3], особенно при восстановлении локальных во времени и разрывных сигналов. 
При вычислениях необходимо ограничиться конечным числом членов произведения в правой 
части (9). В этом случае имеет место точное разложение

	 ( ) ( )1
1

( ) sinc
M

j
k j

s t s k t k
a
p¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç= D - D ÷ç ÷÷çè øDå Õ ,	  (32)

	 (1 ) 2Ma a-+ > , (1 ) 2
1

Ma a
a

p -+ -
D= ×

W -
.	  (33)

Минимальные значения a могут быть найдены из решения трансцендентного уравнения 
(1 ) 2Ma a-+ = . При M=1 из (32) следует ряд Котельникова (30) [1-3,6,7], а в пределе,  

когда M ®¥   ряд (31). Ядром обобщенного ряда отсчетов является

	 ( ) ( )1
1
sinc

M

j
j

t t k
a
p

j -
=

æ ö÷ç= - D ÷ç ÷÷çè øDÕ .	 (34)

Её графики для 1t =  и различных значений параметров a , M  на интервале 6;6é ù-ë û  представ-

лены на рис. 4.2. Представление тестового сигнала ( )( ) 1 0.25 sin 4s t tp= +  рядом (32) приведено 

на рис. 4.1б-г. 

	 а) 	 б)

	 в) 	 г)

Рис. 4.2. Поведение функций ( )tj  для различных значений параметров a , M   

на интервале 6;6é ù-ë û  для M =1, a= 1 (а), M =2, a= 2.5 (б),  

M =4, a= 2.5 (в), M =10, a= 4 (г) ( )1t = .
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4.2. Физический смысл обобщенного ряда отсчетов

Выражение (32), справедливое при условии (33), говорит о том, что операции дискретиза-
ции (цифрового преобразования) и восстановления сигнала взаимно обратны. Из разложения  
(32) следует, что для любого задаваемого t  аналоговый сигнал ( )s t  теоретически можно  

получить на приемном конце, если пропустить всю бесконечную последовательность ( )s kD ,  

..., 2, 1,0, 1, 2,...k = - - + + через идеальный фильтр нижних частот с частотой среза 

		  (1 ) 2
1

Ma a
a

p -+ -
W= ×

D -
 

и амплитудно-частотной характеристикой (АЧХ) ( )K iw =D  в полосе пропускания. Однако иде-

ального фильтра не существует и весьма проблематично пропустить через него (даже если бы 
он существовал) бесконечную последовательность отсчетов. Поэтому теорема Котельникова 
относится к гипотетической ситуации и характеризует лишь предельные возможности канала 
связи. Тогда (32) следует понимать так

	 ( )1
1

( ) lim ( ) sinc
MK

jK k K j

s t s k t k
a
p

-®¥
=- =

é ùæ ö÷çê ú= D - D ÷ç ÷ê ú÷çè øDë û
å Õ ,

	 ( ) ( ) ( )1
1

; sinc
MK

k j
k K j

s t s k t k
a
p

-
=- =

æ ö÷çD = D - D ÷ç ÷÷çè øDå Õ ,	  (35)

причем сходимость определяется в квадратичной метрике

	 ( )( ) ( )
2

( ); ; ( ) ;s t s t s t s t dtr
¥

-¥

D = - Dò  ,	  (36)

где ( ) ( ); lim ;kk
s t s t

®¥
D = D .

Для инженерных задач обобщенная теорема Котельникова может использоваться следую-
щим образом. С какого-то фиксированного момента 0t  на приемный конец канала связи начи-

нают поступать отсчеты ( )s kD . На практике отсчеты реализуются в виде импульсов прямоу-

гольной (треугольной, трапециевидной или иной аналитически заданной) формы. Длитель-
ность импульсов достаточно малая, чтобы на интервале D  успели закончиться все переходные 
процессы в приемнике. Используемая сейчас стандартная аппаратура открытого атмосферного 
канала (OAK) позволяет формировать импульсы с почти прямоугольной огибающей длитель-
ности 8(1...5) 10-D ×  с, надежно гарантируя интервал дискретизации не более 7(1...2) 10-D ×

  с.  
При этом возможна дискретизация сигналов с верхней частотой

	 7
7

1 1 (0.25...0.5) 10
2 (2...4) 10

F -
-= » » ×

D ×
 Гц,	

обеспечивающей скорость передачи порядка 30 Мбит/с.
Пусть на приемном конце вид сигнала ( )s t  известен заранее. Импульсы ( )s kD , поочередно 

поступая на вход приемника, формируют текущую сумму ряда

	 ( );ks t D , 0 0 0, 1, 2,...t t tk
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú= + +
ê ú ê ú ê úD D Dë û ë û ë û

,	

для заранее выбранного 
2

t K D
= D+  (или K ). Величина t  специально берется не кратной KD , 

чтобы оценить точность восстановления сигнала в точке отличной от момента отсчета. 
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Как только номер текущего отсчета совпадает с K  ( k K= ), определяется величина суммы 

		  ( )
2K Ks t s K

æ öD÷ç= D+ ÷ç ÷÷çè ø
, 

а по истечении периода времени /2D  сравнивается с эталонным значением. Если погрешность 

восстановления ( ) ( )Ks s t s tD = -  не превышает заданной максимальной величины max ,s sD £D  

то длина интервала дискретизации D  и количество отсчетов K  достаточны для восстановле-
ния аналогового сигнала по его дискретным отсчетам.
Основные свойства функции ядра Кравченко-Котельникова следующие:

1.	 В точке t kt=  функций ( ) 1k tj = , а в точках t nt= , где n  — любое целое, n k¹  функция

	 ( ) 0k tj = .

2.	 Спектр ( )kj w  равномерен в полосе частот 2 2;
1 1

a a
a a

w p p
é ù- -ê úÎ -
ê ú- -ë û

, 2a> .

3.	 Носитель в спектральной области

	 ;
1 1

a a
a a

w p p
é ù
ê úÎ -
ê ú- -ë û

, 2a> .

Алгоритм определения эффективной ширины равномерности полосы пропускания частот-
ной характеристики (ЧХ) представлен на рис.  4.3. Пороговый уровень в этом случае следует 

выбирать 0.05h= . Если выбрать 2 1
2

h -
= , то получим оценку полосы пропускания ЧХ.  

Чем ближе значение R  к 2F , тем ближе ЧХ к идеальной.

Рис. 4.3. Алгоритм определения равномерности полосы пропускания  
частотной характеристики.

Покажем проверку [1-3] выполнения условий теоремы Котельникова для обобщенного ряда. 
Определим вспомогательную функцию

	
2

( ) ( ) sinc ( ) , Rn
n

ax f x z x z
a
p

j
¥

=

æ ö÷çº - Î÷ç ÷÷çè øDÕ .

Эта функция имеет финитный спектр и ˆsupp ( ) [ , ]pj a a= - , где

	
1

1 1
( 1)n

n aa
p

a p
p

¥

=

æ öW ÷ç=W+ = + ÷ç ÷÷çD D -è øå .
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Для того, чтобы ( )xj  могла быть разложена в ряд Котельникова (8), должно соблюдаться 

условие a p£ D . Следовательно, необходимо выполнение неравенства (11).
В этом случае имеем

	

2

( ) ( )sinc ( )

( ) sinc ( ) sinc ( ) .

k

n
k n

x k x k

af k z k x k
a

p
j j

p p

¥

=-¥

¥¥

=-¥ =

é ù
ê ú= D - D =
ê úDë û

ì üæ ö é ùï ïï ï÷ç ê ú= D - D - D÷í ýç ÷÷ç ê úï ïè ø DD ë ûï ïî þ

å

å Õ

Пусть x z= . Тогда

	
1

( ) ( ) ( ) sinc ( )n
k n

az f z f k z k
a
p

j
¥¥

=-¥ =

æ ö÷ç= = D - D ÷ç ÷÷çè øDå Õ .

Последнее выражение представляет собой требуемое разложение (9) с точностью до обозначе-
ния независимой переменной.

4.3. Весовая функция (окно) Кравченко-Котельникова

Выражение (31) запишем в следующем виде:

	 ( )( ) ( )k M
k

s t s k tj
¥

-
=-¥

= D ×å ,	  (37)

где

		  ( )1
1

( ) sinc .
M

k M j
j

t t k
a
p

j - -
=

æ ö÷ç= - D ÷ç ÷÷çè øDÕ 	  (38)

Параметр a  (1 2a< £ ) выбирается исходя из частотных свойств сигналов [1-3,6,7].  
Весовая функция (окно) Кравченко-Котельникова (КК) определяется так

	 0 1
1

( ) ( ) sinc
M

KK M j
j

w t t t
a
p

j - -
=

æ ö÷ç= = ÷ç ÷÷çè øDÕ .	  (39)

На её поведение оказывают существенное влияние три параметра: M , a , D .

Рис. 4.4. Весовые функции Кравченко-Котельникова для М=1 (пунктир), М=2 (штрих-пунктир), 
М=3 (сплошная линия) 0.2D=  (а), а также их АЧХ (б) для a=1.2 и a=1.5.
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Рис. 4.5. Весовые функции Кравченко-Котельникова для М=1 (пунктир), М=2 (штрих-пунктир), 
М=3 (сплошная линия) 0.5D=  (а), а также их АЧХ (б) для a=1.2 и a=1.5.

Изменяя их, получим весовые функции КК с различными физическими характеристиками.  
На рис. 4.4, 4.5 представлены весовые функции Кравченко-Котельникова для разных значений: 
M , a  и D  (М = 1 — штрих-пунктир, М = 2 — пунктир, М = 3 — сплошная линия).

Рассмотрим поведение второй производной весовой функции (окна) КК

	
2

2 1
1

( ) sinc
M

KK j
j

dw t t
dt a

p
-

=

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷¢¢ = ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷÷ç è øDè ø
Õ ,	  (40)

	
2

( )( )
(0)Ï

KK
KK

KK

w tw t
w
¢¢

=
¢¢

 	  (41)

Графики этой функции для различных значений параметров M , a , D  представлены на рис. 4.6.

Рис. 4.6. Нормированные вторые производные весовых функций Кравченко-Котельникова  
для М=1 (пунктир), М=2 (штрих-пунктир), М=3 (сплошная линия) (a=1.2, D=0.2 с.) (а),  

а также соответствующие ЛАЧХ (б).
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Обобщенную функцию Кравченко-Котельникова можно определять на компактном носи-
теле без заметного искажения спектра (см. рис. 4.7). Это делает предсказуемыми частотные 
свойства синтезированных фильтров. Логарифмические функции изменения разности нормы 
функций Кравченко-Котельникова порядков M  и 1M-  для носителя [ 50;50]-  и [ 100;100]-  
приведены на рис. 4.8.

Рис. 4.7. Изменение спектра обобщенной функции Кравченко-Котельникова  
при уменьшении носителя при M=2.

	 а) 	 б)
Рис. 4.8. Логарифмическое изменение разности нормы функций Кравченко-Котельникова 

порядков M  и 1M-  ( n Mº ) для носителя [ 50;50]-  (а), [ 100;100]-  (б).

Соответствующий высокочастотный фильтр синтезируется путем частотного модулирования 
[1-3,6,7] функции (11). Получим систему двух фильтров, сумма которых полностью перекрывает  
требуемую область частот. Спектры синтезированных функций представлены на рис. 4.9.

	 а) 	 б)
Рис. 4.9. Амплитудно-частотные характеристики  

низкочастотного (сплошная линия) и высокочастотного (пунктирная линия)  
фильтров Кравченко-Котельникова 2M =  (а), 5M =  (б).

w
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Для улучшения качества спектров функций в переходной области (на фронтах) можно вос-
пользоваться следующим подходом. Используя свойство

	 2 1a
k

kh x
a

+¥

=-¥

æ ö÷ç - º÷ç ÷÷çè øå
формируется частичная сумма ряда разложения единицы

	 ( ),
2N

sum
a N a

k N

kh h
a

w w
=-

æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè øå .	  (42)

Рассмотрим случай формирования частичной суммы для произвольного N. На рис. 4.10 пред-
ставлена схема разложения единицы на отрезке

	
( ) ( )

2 ( 1) 2 2 ( 1) 2;
1 1

N a a N a a
a a a a

é ù- + - - + -ê ú-ê ú- -ê úë û
.

Рис. 4.10. Разложение единицы для произвольного значения N.

Здесь носителем частичной суммы является отрезок

	 2 ( 1) 2 ( 1);
( 1) ( 1)

N a a N a a
a a a a

é ù- + - +ê ú-
ê ú- -ë û

, 

плоская вершина определена на 

	
( ) ( )

2 ( 1) 2 2 ( 1) 2;
1 1

N a a N a a
a a a a

é ù- + - - + -ê ú-ê ú- -ê úë û
, 

а абсциссы середин линий перегиба такие: 2 1Nx
a
+

=± . Вводя замену аргумента 2 1Nx
a

w
+

= , 

получаем выражение для спектра модифицированной функции

	 ( ),
2 1 2N

a M a
k N

N kh h
a a

w w
=-

æ ö+ ÷ç= - ÷ç ÷÷çè øå .	  (43)

А сама функция запишется следующим образом:

	 

( ) ( )1

2( ) sinc exp
2 12 1

MN

KK j
k N j

x kw x i x
NN a=- =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= ÷ ÷ç ç÷ ÷÷ç ÷ + D+ D çè øè ø
åÕ .	  (44)

Вид построенных фльтров нижних частот ( )KKw x  представлен на рис. 4.11. Как следует из 

графиков, функции ( )KKw x  обладают существенно более широкой полосой пропускания по 

сравнению с переходной областью. Это позволяет производить разделение частотных диапазо-
нов, а также настраивать их более точно. Фильры высоких частот можно синтезировать также 
с помощью частотного модулирования  ( )( )exp 2KKw x i xW . Здесь 1/W= D  — частота среза.

ha(t) ha(t – 2N/a)
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	 а) 	 б)

	 в) 	 г)

Рис. 4.11. Поведение функций ( )KKw x  для 2, 1a N= =  (а), 4, 1a N= =  (б) и их спектры (в), (г).

4.4. Обобщенная теорема Кравченко-Котельникова для случайных сигналов
Рассмотрим стационарный случайный сигнал ( )s t . Пусть его амплитудный спектр имеет вид

	 ( )
, ,

0,
C f F

s f
f F

ìï = £ï=íï >ïî



const

.
	  (45)

Для корреляционной функции запишем

	 ( ) ( ) sin2exp 2 2
2

F

F

FR C i f df CF
F
p t

t p t
p t

-

= =ò ,	  (46)

где t  — интервал времени между отсчётами. Корреляционная функция обращается в нуль при 
1 2 , 2 2 , ... , 2F F k Ft = . Таким образом, отсчеты ( )s kt , 0, 1, 2, ...k = ± ±  не коррелированы между 

собой. Все отсчеты подчиняются одинаковому закону распределения в силу стационарности  
случайного процесса. Максимальное количество информации, содержащееся в сигнале дли-
тельностью 2T  с полосой частот ;F Fé ù-ë û , равно произведению энтропии одного отсчета 

		  ( ) ( )logs s hw w
¥

-¥

=ò  

на число отсчетов ( ) 4I s F T h= . Для случая нормального распределения относительно фикси-

рованной амплитуды получим

	 ( )
2

2| 2 logI Y X F T h F Ts

s
e

æ ö÷ç ÷= = ç ÷ç ÷çè ø
,	  (47)

где s  — мощность сигнала ( )s t , а e  — допустимая погрешность восстановления сигнала (

maxse=D ), X  — передаваемый, Y  — принимаемый сигналы. Скорость передачи составит

	
2

logIv F
T

s
e

æ ö÷ç= = ÷ç ÷÷çè ø
.	  (48)

Корреляционная функция на приемном конце ( ) 0yyR f =  вне частотной полосы ( ) 12f t
-

> .  

Для любого f  ввиду стационарности канала имеем

	
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

exp 2xx yy
l

yy yy
l

R f f k l i l f

s f lR f R f

j t p t

t t

¥

=-¥

¥

=-¥

= =

æ ö÷ç= - =÷ç ÷÷çè ø

å

å


.	  (49)
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Пусть в канале данных передается сигнал следующего вида:

	 ( ) ( )k
k

x t x t kj t
¥

=-¥

= -å ,

где kx  дискретные отсчеты реализации случайного процесса

		  ( ) ( )sin t
t

t
p t

j
p t

= , 

где

	 ( )
, 1 2 ,

0, 1 2
f

t
f

t t
j

t

ìï £ï=íï >ïî



.

Средняя энергия разности сигналов

	 ( ) ( ) ( )( ){ }2
,x y E x t y tr = - , 

E  — символ математического ожидания. Раскрывая последнее выражение, получим

	
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2, 2

0 0 2 ,xx yy yy
k

x y E x t E y t E x t y t

k k k t k t k

r

t j t
¥

=-¥

= + - =

= + - - -å
	  (50)

где

( ) ( ) ( )( ),xxk t t E x t x tt t+ = +  — автокорреляционная функция случайного сигнала ( )x t , 

( ) ( ) ( )( ),yyk t t E y t y tt t+ = +  — автокорреляционная функция случайного сигнала ( )y t , 

( ) ( )( ) ( )2 0yyE x t y t k= . 

Подставляя в (50) получим 
		  ( ) ( ) ( )( ), 2 0 0 0yy yyx y k kr = - = . 

Таким образом, ограниченный по полосе частот процесс ( )y t  на входе приемника может быть 

представлен обобщенным рядом отсчетов (31)

	 ( ) ( ) ( )1
1
sinc

M

j
k j

y t y k t k
a
p¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç= D - D ÷ç ÷÷çè øDå Õ .

Это представление подтверждается равенством нулю средней энергии разности сигналов на 
входе и выходе.

4.5. Анализ частных случаев обобщенных рядов отсчетов

4.5.1. Отклонение частоты дискретизации от теоретической F

Учитывая основные свойства функции ядра (34), очевидно, что полоса пропускания ЧХ с 
ростом D  уменьшается. Таким образом, если взять интервал t ¢  между соседними отсчетами 
меньшим, чем 1 2F , то он будет соответствовать большей полосе ;F Fé ù¢ ¢-ë û , чем ширина  

спектра ( )s t . Таким образом, уменьшение t  для ограниченных по частоте сигналов техниче-

ски нецелесообразно. При увеличении t  восстановление сигнала невозможно (рис.  4.12,б), 

поскольку полоса пропускания функции ( )j w  становится уже частотного диапазона ( )s t .



32

Кравченко В.Ф., Кравченко О.В., Чуриков Д.В.

Новые математические и физические методы

а)

б)
Рис. 4.12. Восстановление с помощью функции Кравченко-Котельникова  

( )K K tf -  для 0.1D=  (а), 0.2D=  (б), 2M = , 0.1b= .

В сравнении с классическим рядом Уиттекера-Котельникова-Шеннона имеем три случая:
●	 Шаг дискретизации меньше необходимого для рядов УКШ и КК. 
●	 Шаг дискретизации больше необходимого для ряда УКШ и КК.
●	 Шаг дискретизации меньше необходимого для ряда УКШ и больше необходимого для КК.

Только в третьем случае обобщенные ряды отсчетов Кравченко-Котельникова могут усту-
пать по качеству восстановлению классическому ряду Уиттекера-Котельникова-Шеннона.

4.5.2. Обобщенный ряд Кравченко-Котельникова для конечного числа отсчетов
При конечном числе отсчетов следует определить количество отсчетов, при котором теряю-

щаяся часть сигнала содержала бы малую долю энергии по сравнению с полной энергией 
исходного сигнала на всем временном интервале

	 ( ) ( )2 ;s sE s t dt E
¥

-¥

= = -¥ ¥ò .	  (51)

Усеченный ряд отсчетов запишется так

	 ( ) ( ) ( )
K

k k
k K

s t s k tt j
=-

= å ,

где 1/(2 )Ft = , а количество отсчетов K  необходимо определить. Отбрасывая значения сиг-

нала вне интервала ;T Té ù-ë û  можно оценить максимальное значение 2 1 2K FT FTê ú é ù= + =ë û ê ú . 
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Таким образом, в интервал 0;Té ùë û  попало 2FTé ùê ú  отсчетов. Тогда усеченный обобщенный ряд при-

нимает вид

	 ( ) ( )
2

1
2 1

( ) sinc
FT M

j
k FT j

s t s k t k
a
pé ùê ú

-
é ù=- =ê ú

æ ö÷ç= D - D ÷ç ÷÷çè øDå Õ ,	  (52)

а значение max 2K FTé ù= ê ú  называется базой усеченного сигнала или числом его степеней 

свободы. 
Энергию усеченного сигнала запишем в следующем виде:

	 ( ) ( ) ( ) ( )
max max

max max

2 2 2;
K K

s k
k K k K

E T T s k t s kt j t t
=- =-

- = =å å . 	  (53)

При этом мощность имеет вид

	 ( ) ( ) ( )
max

max

2 21; 2 2
4

K

s
k K

s t E T T T s k F
FT =-

= - = å 	  (54)

и имеет смысл среднего квадрата энергий отсчетов на промежутке ;T Té ù-ë û . Сравнивая получен-

ную оценочную энергию с энергией исходного сигнала, оценим применимость усеченного ряда 
( ) ( ); ;s sE E T T-¥ ¥ - - <D . На практике целесообразно принимать ~1%D .

4.5.3. Обобщенная теорема отсчетов Кравченко-Котельникова в частотной области

В случае, когда спектр сигнала ( )s w  представляется дискретными отсчетами построим ряд 

аналогичный (9). Имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Непрерывный спектр ( )s w  сигнала ( )s t , ограниченного на t T£  и принимаю-

щего вне этого интервала нулевые значения, имеет вид

	 ( ) ( )1
1

( ) sinc
M

j
l j

Ts s l l
a

w w w w
¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç= D - D ÷ç ÷÷çè øå Õ  , 
( )1 2

1

Ma a
a

p
-+ -

D= ×
W -

,	  (55)

где wD  — шаг отсчета частоты. Теорема 2 «дуальна» Теореме 1.
Тогда запишем ряд (23) в конечном виде как функцию круговой чистоты w , дискретизован-

ную с шагом Tw pD = . При ширине спектра 2W , охватывающей область частот ;é ù-W Wë û , количе-

ство отсчетов в конечном ряде ( )2 2 2 4F T FTw p pW D = × = . Спектральные отсчеты ( )ŝ l wD  

комплексные числа. Они удовлетворяют условию

	 ˆ ˆs l s l
T T
p p*æ ö æ ö÷ ÷ç ç- =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

,

где «* » — знак комплексного сопряжения. Это позволяет использовать только положительные 
частоты. Тогда

	 ( ) ( ) ( )
4

1
4 1

ˆ ˆ sinc
MFT

j
l FT j

Ts s l l
a

w w w w-
=- =

æ ö÷ç= -D - D ÷ç ÷÷çè øå Õ .	  (56)

Cпектр сигнала полностью характеризуется комплексными отсчетами (взятыми только в 
области положительных частот). При этом число степеней свободы составляет 4FT . Веще-
ственные части отсчетов четные относительно 0w= , а мнимые составляющие нечетны 
согласно (24).

4.5.4. Обобщенная теорема Кравченко-Котельникова для произвольной полосы 
частот ширины F

Пусть полоса 0 0;F Fp pé ùW - W +ë û  имеет своим центром частоту 0W  и ширину 2 Fp . Сигнал ( )S t , 
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частотный спектр ( )S t  которого отличен от нуля только в пределах ограниченной полосы запи-

шем в виде	 ( ) ( ) ( )0 0sin cosS t SS t t SC t t= W + W , 	  (57)

где ( )SS t  и ( )SC t  — функции, имеющие отличные от нуля спектры ( )SS w  и ( )SC w , только для 

Fw p< . Согласно свойствам Фурье-преобразований спектры ( )S w , ( )SS w  и ( )SC w  связаны 

соотношением

	 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
1 1( )
2 2

S SC iSS SC iSSw w w w wé ù é ù= -W + -W + +W + +Wê ú ê úë û ë û
 .	  (58)

Так как ( )SS w  и ( )SC w  отличны от нуля только при Fw p< , то ( )S w  может отличаться от нуля 

при условии 0 0;F Fw p pé ùÎ W - W +ë û . Таким образом, ( )SS t  и ( )SC t  — функции с ограниченным 

спектром, которые разлагаются в следующие ряды:

	 ( ) ( ) ( )1
1
sinc

M

j
k j

FSS t SS k t k
a
p

t t
¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè øå Õ ,	  (59)

	 ( ) ( ) ( )1
1
sinc

M

j
k j

FSC t SC k t k
a
p

t t
¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè øå Õ ,	  (60)

где ( )SS kt  и ( )SC kt  — дискретные отсчеты. Два члена в правой части равенства (57) получа-
ются при модуляции сигнала с подавлением несущей, когда опорные гармонические несущие 

0sin tW  и 0cos tW  модулируются сигналами ( )SS t  и ( )SC t . Рассмотрим обобщение теоремы  

Кравченко-Котельникова на произвольную полосу частот. Имеет место следующая теорема.
Теорема 3. Сигнал ( )S t , строго ограниченный по полосе частот 0 0;F Fp pé ùW - W +ë û , можно вос-

становить по формулам (57), (59), (60). При этом дискретные отсчеты ( )SS kt  и ( )SC kt , 

0, 1, 2,...k = ± ±  осуществляются через равноотстоящие промежутки времени с шагом 1
2F

t = .

Таким образом, по отсчетам ( )SS kt  и ( )SC kt  восстанавливается огибающая сигнала.
Для практического применения (57) отсчеты нормируются таким образом, чтобы средняя 
мощность сигнала ( )S t  была бы равна сумме квадратов отсчетов

	 ( ) ( )
2

2 2

2

1
2

T FT

k FTT

S t dt S kt
t =--

= åò .	  (61)

Для этого коэффициенты ( )S kt  в рядах Кравченко-Котельникова следует разделить на 2FT .
Теорема 3 полезна в задачах исследования узкополосных сигналов. Для них 02 Fp W .  

Эти сигналы представим в виде
	 ( ) ( ) ( )0cosS t A t t tqé ù= W +ê úë û . 	  (62)

Если интервал между отсчетами огибающей ( )A t  не превышает 1
F

, то обобщенный ряд 

отсчетов Кравченко-Котельникова для нее имеет вид

	 ( ) ( ) ( )1
1

2sinc
M

j
k j

FA t A k t k
a
p

t t
¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè øå Õ .	  (63)

Тогда	 ( ) ( ) ( ) ( )01
1

2sinc cos
M

j
k j

FS t A k t k t t
a
p

t t q
¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç é ù= - × W +÷ç ê ú÷ ë û÷çè øå Õ .	  (64)

С помощью полосового разложения (63) оценивается количество информации, содержа-
щейся в модулированных сигналах.
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4.5.5. Обобщенная теорема отсчетов Кравченко–Котельникова для амплитудно 
и частотно– модулированных сигналов

Известно, что амплитудная модуляция (АМ) — это изменение во времени ( )A t , спектр кото-

рой ( )A w  содержит максимальную частоту 2 FpW= . Ширина спектра сигнала ( )S t   

равна AM 2f FD = . В пределах этой полосы спектр ( )S w  симметричен относительно 0W .  

Интервал t  между отсчетами ( )A kt  должен быть не более AM1 fD , т. е. таким же, как  

и при дискретизации исходного сигнала (модулирующей функции). При AM фазу ( )0t tqW +  

передавать нет необходимости. AM сигнал определяется отсчётами своей амплитуды,  
которые дискретизованы с шагом AM1 fD , где AM 2fD  — верхняя частота в спектре  

модулирующей функции (передаваемого сообщения). Другими словами, число степеней  
свободы AM сигнала такое же, как и число степеней свободы модулирующей функции.  
Рассмотрим частотно-модулированный (ЧМ) сигнал

	 ( ) ( )0 0cosS t A t tqé ù= W +ê úë û ,	  (65)

в котором мгновенная частота 

		  ( ) ( )
0

d t
t

dt
q

w =W +  

промодулирована тем же сигналом. При этом максимальная девиация частоты Df F .  

Тогда ширину полосы частот ×ÌfD  модулированного колебания можно приравнять 2 Df

		  ×Ì 2 Df fD = .	  (66)

Это случай широкополосной частотной модуляции. При ЧМ передавать 0A  нет необходи-

мости. Тогда достаточно отсчетов фазы ( )kq t , 0, 1, 2,...k = ± ± , дискретизованной с шагом 

1 2 Dft£ . Следовательно, для одной и той же длительности сигнала 2Ò  число отсчетов фазы 

при ЧМ равно

	 Ô ×Ì2 4 DK f T f T=D = ,	  (67)

а количество отсчетов огибающей при AM

	 À ×Ì2 4K f T FT=D = .	  (68)

Отсюда ясно, что при одном и том же передаваемом сигнале (информационном сообщении)  
ЧМ сигнал обладает в ×Ìf Fm=  раз большим числом степеней свободы, чем AM сигнал.  

На приемном конце канала связи после частотного детектирования можно создать  
напряжение, имеющее спектр исходного сигнала. Таким образом, при одной и той же  
ширине спектра 2F  информационное содержание ЧМ сигнала выше.

4.6. Учет погрешностей обобщенной теоремы отсчетов Кравченко

Так как теорема отсчетов имеет дело с дискретными выборками, то в моменты взятия отсче-
тов численные значения ряда и сигнала должны быть равны. На практике взятие отсчета всегда 
сопровождается ошибкой, например, вследствие конечного количества уровней квантования.

На погрешности представления сигналов рядом отсчетов оказывают непосредственное вли-
яние как аппаратные средства, так и методы сбора и обработки данных.
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Оценим влияние погрешности взятия отсчетов при представлении сигнала рядом 
Котельникова.

Пусть сигнал ( )u t  с неограниченным спектром ( )S w  задан на отрезке 0 0,t t Té ù+ë û . Справед-

ливо соотношение

	 ( ) ( ) ( )1
1
sinc c

K j
n j

U t U n t t n t
a
w p¥¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç= D - D ÷ç ÷÷çDè øå Õ ,	  (69)

где ( )KU t  интерполирующая функция, cw  частота среза, ( )U n tD  дискретные значения сигнала 

( )U t , определяемые через интервалы времени

	
c

t p
w

D = .

Таким образом, погрешности представления сигнала рядом (69) обуславливается следующими 
причинами: ошибками измерения отсчета, квантованием по времени и уровню, искажением 
спектра в переходной области частотной характеристики ( ) (, ,s c c sw w w wé ù- - Èë û ), а также прене-

брежением спектральными составляющими вне полосы пропускания (( ) ( ), ,s sw w-¥- È ¥ ).

Для уточнения ( )U n tD  с учетом искажения спектра, представим её в виде суммы

	 ( ) ( ) ( ) ( )0 cs sU n t n t n t n tj j jD = D + D + D ,

где ( )0 n tj D  — дискретные отсчеты, функции со спектром строго ограниченным полосой 

частот ,c cw wé ù-ë û , ( )1 n tj D  — дискретные отсчеты, функции со спектром ограниченным часто-

тами ) (, ,s c c sw w w wé ù- - Èë û , ( )2 n tj D  — дискретные отсчеты, функции со спектром строго ограни-

ченным полосой частот ( ) ( ), ,s sw w-¥- È ¥ , причем

	 ( ) ( ) ( ) ( )0 cs sU t t t tj j j= + + .

Тогда выражение (69) примет вид

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 0 1
1
sinc c

cs s j
n j

U t n t n t n t t n t
a
w p

j j j
¥¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç= D + D + D - D ÷ç ÷÷çDè øå Õ .	  (70)

Пусть значения дискретных выборок ( )U n tD  определены с ошибкой ( )U n tD D  и составляют 

величину ( )U n t* D

	 ( ) ( ) ( )U n t U n t U n t* D = D +D D .	  (71)

Тогда функция, восстановленная с помощью обобщённого ряда (69) с учетом (70) и (71),  
запишется так

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 0 1
1

1 11
1

sinc

sinc ,

c
cs s j

n j

c
j

n j

U t n t n t n t U n t t n t
a

U t U n t t n t U t N t
a

w p
j j j

w p

¥¥

-
=-¥ =

¥¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç= D + D + D +D D - D =÷ç ÷÷çDè ø

æ ö÷ç= + D D - D = +÷ç ÷÷çDè ø

å Õ

å Õ

где ( )N t  погрешность, учитывающая ошибку взятия отсчета. 
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Вычислим среднюю квадратичную ошибку восстановления ( )U t :

( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

2 2

2 0 1
2

2 2

2

0 1 0 1
2

2 2 2

1 2

2 2

cs s

cs s

cs cs s s s

U t U t dt t t t U t N t dt

U t dt U t dt

t U t t U t t t N t dt
U t dt

t t t N t t t N t N t dt

j j j

d

j j j j

j j j j j

¥ ¥

-¥ -¥
¥ ¥

-¥ -¥

¥

¥
-¥

-¥

¥

-¥

- + + - -

= = =

æçç= - + - + - +ççè

ö÷÷+ + - + - + =÷÷÷ø

ò ò

ò ò

ò
ò

ò

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

2

0 1 0 0 0
2

2
1 1 1

2 2

1 2 2 2

2 2 2 2

2 2 .

cs s

cs s cs cs s

cs s s

t U t t t t t t N t dt
U t dt

U t t U t t U t N t t t t dt

t N t t t N t N t dt

j j j j j j

j j j j j

j j j

¥

¥
-¥

-¥

¥

-¥

¥

-¥

æçç= - + + - +ççè

ö÷÷+ - - + + + +÷÷÷ø
ö÷÷+ - + - + ÷÷÷ø

ò
ò

ò

ò

После пренебрежения малыми величинами получим более простое выражение

	
( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
22 2 2 2

0 1
2

1
cs st U t dt t dt t dt N t dt

U t dt
d j j j

¥ ¥ ¥ ¥

¥
-¥ -¥ -¥ -¥

-¥

= - + + +ò ò ò ò
ò

.

Это выражение учитывает основные ошибки, возникающие при использовании обобщенной 
теоремы отсчетов на практике.

Используя приведенные выше результаты, можно рассмотреть другие подходы к построе-
нию функции ядра ряда отсчетов �.

4.7. Ядро ряда отсчетов Кравченко-Стренга-Фикса

Пусть 2 ( )pW R  (p⩾0, p∊Z) — пространство, являющееся пополнением множества бесконечно 

дифференцируемых на всей числовой оси функций по норме

	
2

1/2
2( )

pW
p

u u dxa

a

¥

-¥£

æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø
åò .

При p=0 0
2 2W Lº . Согласно теореме Стренга-Фикса [1-3,6,7,24], если функция 2

pWgÎ  и финитна, 

то следующие условия эквивалентны:

1. Если (0) 0g ¹ , но 
( )

(2 ) 0j
a

g p = , если 0 j¹ ÎZ , | | pa £ .

2. Если | | pa £ , то ( )
j

j x jag
Î

-å
Z

 есть полином от x  с главным членом acx , 0ñ ¹ .

В частном случае, при 0a= , (0) 1g = , сдвиги функции g  дают разбиение единицы,

	 ( ) 1
j

x jg
Î

- ºå
Z

.



38

Кравченко В.Ф., Кравченко О.В., Чуриков Д.В.

Новые математические и физические методы

Выбором шага 0h>  можно добиться равенства единице конечной суммы сдвигов сжатий 
функции g

	 ,
N

j M

x j
h

g
=

æ ö÷ç - ÷ç ÷÷çè øå  ( ,M N ÎZ , M N< )

на любом интервале конечной длины и её спада до нуля за пределами интервала. Таким обра-
зом, при согласованном выборе параметров M, N, h, последняя сумма будет удовлетворять необ-
ходимым требованиям. Считая Фурье-образ ĝ  известным, возможно построение выражений 
позволяющих однозначно восстановить f по своим равноотстоящим отсчетам.

Теорема 4. Пусть функция f (x) имеет финитный спектр ( supp ( ) [ , ]f x = -W W ). Тогда при любом 
выборе /pD£ W  и функции 2m Lg Î  (m = 1,2,…), такой, что

1.   (0) 1mg = , но (2 ) 0m jg p =  при 0 � j ∊ Z;

2.   supp ( 1)/2,( 1)/2m m mg é ù= - + +ë û ,

будет справедливо разложение

	

1 ( )
1( ) ( ) sinc ( )

2 21sinc ( )
2

m

k

x k
m

f x f k x k
x k

m

p
g

p p
p p

¥

=-¥

é ùæ ö÷çê ú-W - D÷ç ÷÷çê ú é ùæ öè øD+DW ë û ÷çê ú= D +W - D÷ç ÷÷çê úé ùæ ö è øDë û÷çê ú-W - D÷ç ÷÷çê úè øDë û

å


.	  (72)

Пусть ( ) sinc( /2) ( )mm x x xg d= ×  , причем (0) 1md = . Выражение (72) в этом случае примет вид

	 1 1( ) ( ) ( ) sinc ( )
2 2

m
k

f x f k x k x k
m

p p p
d

p

¥

=-¥

é ù é ùæ ö æ ö æ öD ÷ ÷ ÷ç ç çê ú ê ú= +W D -W - D +W - D÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çê ú ê úè ø è ø è øD D Dë û ë û
å  .	  (73)

При p
D=

W
 формулы (72), (73) переходят в классический ряд отсчетов Котельникова (30).  

В качестве функции �m могут быть выбраны АФ fup ( )n x  (m=n–1), 2
1n n
x

æ ö÷çX ÷ç ÷÷çè ø+
 (m=n) и mupn(ξ) 

(m = 1), а также B сплайны θn(ξ) (m = n). Они образуются путем свертки базисной характеристи-
ческой функции интервала –1/2,1/2é ùë û , обеспечивающей удовлетворение условиям теоремы 

Стренга-Фикса, с характеристическими функциями других интервалов меньшей или равной 
длины. В связи с этим следует отметить, что на практике при построении разбиения единицы 
можно ограничиться любым конечным числом членов произведений спектров АФ, так как при 
этом условия теоремы Стренга-Фикса по-прежнему будут выполняться.

4.8. Ядро ряда отсчетов Кравченко-Левитана
Как показано в [1-3,6,7,22,23] в качестве ядра разложения ряда отсчетов может быть выбрано 

представление полиномов Левитана

	 2( ; ) ( )sinc ( )n
k

S f z f z k z kp¥

=-¥

é ù
ê ú= + D + D
ê úDë û

å ,	  (74)

где 1 2
F

p
D= =

W
. В (74) в качестве базисных функций фигурируют сдвиги-сжатия ядер Фейера. 

Обобщенные многочлены Левитана [1-3,22,23] для функций ( )( ) rf z sÎW  ( 0s³ , 0,1,2,...r = ), 

таких, что 2 1
2( )/| | ( )rf x x i +- ÎL R , строятся на основе ядер типа Фейера (Джексона). Они имеют вид

	 ( ) 2 2( ; ) ( )sinc ( )r r
n

k
S f z f z k z kp¥

+

=-¥

é ù
ê ú= + D + D
ê úDë û

å .	  (75)
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По аналогии с (34) вводим весовую функцию (окно) Кравченко-Левитана

	
2 2

1
1

( ) sinc
2

rM

ÊË j
j

w t tp
+

-
=

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷= ÷ç ç ÷÷ç ÷ç ÷ç è øDè ø
Õ .	  (76)

Весовая функция ( )ÊËw t  также как и ( )KKw t  зависит от трех параметров M , r , D , входящих  

в (76). Изменяя их последовательно, получим весовые функции (окна) Кравченко-Левитана с 
различными физическими характеристиками. На рис. 4.11–4.14 представлены весовые функ-
ции Кравченко-Левитана для разных значений: M , r  и D .

Рис. 4.13. Весовая функция Кравченко-Левитана: М = 1 (пунктир), М = 2 (штрих-пунктир),  
М = 3 (сплошная линия) (r = 0, 0.5D= с) (а), а также их ЛАЧХ (б).

Рис. 4.14. Вторая производная весовых функций Кравченко-Левитана: М=1 (пунктир),  
М=2 (штрих-пунктир), М=3 (сплошная линия), 0.5D= , r = 0 (а), а также их ЛАЧХ (б).

Ряд (75) имеет лучшую сходимость по сравнению с (31). Это объясняется тем, что в (75) 
функция ( )sinc t  возводится в степень 2 2r+ , 0,1,2,...r = . Ниже в табл. 6 приведены физические 

характеристики весовых функций Кравченко-Котельникова и Кравченко-Левитана, из которых 
видно, что они обладают хорошими временными и частотными свойствами.
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Вторая производная весовой функции Кравченко-Левитана. Рассмотрим поведение второй 
производной весовой функции Кравченко-Левитана

	
2 22

2 2 1
1

( ) sinc
2

rM

ÏKK j
j

dw t t
dt

p
+

-
=

æ öæ öæ ö ÷ç ÷ ÷ç ÷çç ÷=- ÷÷ç çç ÷ ÷÷ç ÷ç ÷ç ç ÷è øDè ø ÷çè ø
Õ .	  (77)

Графики этой функции для различных значений параметров M , r , D  представлены  
на рис. 4.14.

Таблица 6. Физические характеристики весовых функций Кравченко-Левитана

M a D h m
2g 3g 4g 5g 6g 7g 8g 9g

1 0.0 0.20 6.36 2.00 1.61 0.79 1.17 -30.20 -8.89 51.03 34.72 -25.00

2 0.0 0.20 6.91 2.00 2.15 0.84 1.17 -52.00 -8.76 60.00 43.33 -47.60

3 0.0 0.20 7.09 2.00 2.40 0.83 1.15 -68.41 -8.81 61.38 44.35 -65.01

1 1.0 0.20 8.54 2.00 2.32 0.84 1.16 -60.66 -8.53 75.00 53.93 -53.08

2 1.0 0.20 9.45 2.00 3.13 0.84 1.16 -106.20 -8.43 83.09 59.56 -102.30

3 1.0 0.20 9.63 2.00 3.49 0.83 1.17 -139.50 -8.37 84.94 60.82 -134.00

1 0.0 0.50 2.54 2.00 1.71 0.82 1.18 -24.36 -9.01 21.05 14.77 -21.72

2 0.0 0.50 2.73 2.00 2.13 0.83 1.17 -42.16 -8.76 24.02 17.36 -37.35

3 0.0 0.50 2.82 2.00 2.29 0.84 1.16 -50.30 -8.90 24.56 17.75 -47.46

1 1.0 0.50 3.36 2.00 2.32 0.84 1.16 -46.81 -8.46 30.01 21.59 -41.67

2 1.0 0.50 3.73 2.00 3.07 0.83 1.17 -83.75 -8.37 33.23 23.82 -77.85

3 1.0 0.50 3.82 2.00 3.36 0.83 1.17 -99.16 -8.38 33.98 24.33 -94.99

5. Непараметрическое оценивание функции плотности вероятности последователь-
ности случайных величин
Пусть 1 2, ,..., nX X X  — выборка из n  независимых наблюдений случайной величины X  с неиз-

вестной функцией плотности вероятности (ФПВ) ( )f x . Согласно [9,25-35] непараметрическая 

оценка определяется так

	 ( )
1

1 n
j

n
j

X x
f x K

nh h=

æ ö- ÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
å ,	  (78)

где ( )h h n=  — некоторая последовательность положительных чисел. При этом ( )lim 0
n

h n
®¥

= , 

( )K x  — четная функция, удовлетворяющая условию нормировки

		  ( ) 1K x dx
¥

-¥

=ò  и ( ) 2K x LÎ . 

Весовая функция ( )K x  называется допустимой, если её преобразование Фурье (ПФ) неотрица-

тельно и не превосходит 1 для всех вещественных частот. Тогда возможно следующее 
определение.

Определение 1. Непараметрическая задача оценивания неизвестных распределений — это 
задача нахождения процедуры, с помощью которой можно оценивать непараметризованные 
распределения из некоторого класса распределений.
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Для первых моментов функции H  от статистики nx  в случае, когда характеристики момен-

тов статистик находятся, как моменты предельного распределения оценки (среднее, диспер-
сия, СКО) в условиях слабой сходимости. Тогда имеет место следующая теорема [25,26].

Теорема 5. Если распределения последовательности s -мерных случайных величин при 
n®¥  сходится к s -мерному нормальному распределению { },s m sN  с вектором средних 

( )1 ,..., sm m m=  и ковариационной матрицей s   ( )( )0 , 1,jj jj x j ss s< = <¥ = , т. е. 

	 ( ) { },n n sd x x m s- ÞN , ( ) 1,sH x Î  и ( ) 0H xÑ ¹ , 

то

		
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

1 ,
1 , 1

T T
1

,

, .

s s

n n j j j p j p
j j p

d H x H x H x H x H x

H x H x H x

m s

m s

= =

ì üï ïï ï- ÞN =í ýï ïï ïî þ
=N Ñ Ñ Ñ

å å

Здесь ,sn  — класс функций, для которых существуют все частные производные до n -го 

порядка включительно, nd ®¥ . Пусть ( )2H xÑ  — матрица вторых производных с элементами 

		
( )2

i j z x

H z
z z

=

¶

¶ ¶
, , 1,...,i j s= ; 

( )1 ,..., sh h h=  — s -мерная случайная величина; 2X  — одномерная случайная величина, имею-

щая 2c –распределение с одной степенью свободы, N  — случайная величина, распределенная 

по стандартному нормальному закону { }1 0,1N . Возможны три случая [5].

1.  Если ( ) ( )1 ,...,n n sd x x h h h- Þ = , ( ) 1,sH x Î , ( ) 0H xÑ ¹ , то 

	 ( ) ( )( ) ( ) ( ) T

1

s

n n j j
j

d H x H x H x H xh h
=

- Þ =Ñå .

2.  Если ( ) ( )1 ,...,n n sd x x h h h- Þ = , ( ) 2,sH x Î , ( ) 0H xÑ = , а ( )2 0H xÑ ¹ , то 

	 ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 T
,

, 1

1 1
2 2

s

n n i j i j
i j

d H x H x H x H xh h h h
=

- Þ = Ñå .

3.  Если ( ) { }0,n n s sd x x I- ÞN , где sI  — единичная диагональная матрица порядка s , то 

	 ( ) ( )( )2
n nd H x H x-  

сходится по распределению к сумме взвешенных сумм s  случайных величин 2X  и  
( )1s s-  произведений независимых стандартных нормальных случайных величин,  

т. е. ( ) 2,sH x Î , ( ) 0H xÑ = , а ( )2 0H xÑ ¹ , то

	 ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
, ,

1

1 1
2 2

s s

n n j j j i j i j
j i j

d H x H x H x X H x N N
= ¹

- Þ +å å .

Критерием качества оценки ( )nf x  является интегральная среднеквадратичная ошибка 

(ИСКО), определяемая так 	 ( ) ( )( )2

nE f x f x dx
¥

-¥

= -ò . Здесь угловые скобки означают усредне-

ние по ансамблю. В том случае, если ВФ является допустимой, то ИСКО получаемой с её помо-
щью оценки не может быть уменьшена одновременно для всех плотностей вероятности ( )f x .
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5.1. Допустимые оценки функции плотности вероятности и её производных

Рассмотрим на примере АФ ( )ah x  построение конструкций допустимых весовых функций. 

Известно [1-11], что АФ ( )ah x  ( )1a>  являются финитными решениями функционально-диффе-

ренциального уравнения

	 ( )
2

( ) ( 1) ( 1)
2
ay x y ax y ax¢ = + - - . 

Как было указанно выше, основные свойства АФ ( )ah x  [1-3] следующие:

1.   ( ) 0ah x =  при 1( 1)x a -³ - .

2.   ( ) /2ah x a=  при 2
( 1)
ax

a a
-

£
-

, 2a³ .

3.  Преобразование Фурье (ПФ) ( )ah x  имеет вид 
( )

1

sin /
( )

/

k

a k
k

a
a

w
j w

w

¥

=

=Õ  и обращается в нуль в 

точках 2 nw p= , 0n¹ . При численной реализации, если w  невелико, то достаточно ограни-
читься небольшим числом членов произведения, так как они быстро стремятся к 1 с ростом k .

С помощью свойства 3 можно записать функцию ( )ah x  на интервале

	 1 1,
( 1) ( 1)

x
a a

é ù
ê úÎ -
ê ú- -ë û

 

в виде 	 ( ) ( )
1

1( ) ( 1) ( 1) cos ( 1)
2a a

k
h x a a k a kxj p p

¥

=

æ ö÷ç ÷= - + - -ç ÷ç ÷è øå .

Введем функцию ( ) ( ) ( )a a ach x h x h x= * , представляющую собой свертку АФ ( )ah x  с собой.  

Она четная, бесконечно дифференцируемая и имеет носитель 2 2,
( 1) ( 1)a a

é ù
ê ú-
ê ú- -ë û

. Повторяя опера-

цию свертки ( )1l- -раз, получим функцию

	 ( ),
1( ) ( ) exp

2
l

a l ach x i x dj w w w
p

¥

-¥

é ù= ë ûò , 1,2,...l = ,

	 ,supp ( ) ,
( 1) ( 1)a l

l lch x
a a

é ù
ê ú= -
ê ú- -ë û

, 
1

1

( 1)

,
( 1)

( ) 1
l a

a l
l a

ch x dx
-

-

-

- -

=ò . 

Важным свойством этой функции является то, что её ПФ для четного индекса 

	 ( ) 2
,2 ( )exp ( ) l

a l ach x i x dxw j w
¥

-¥

é ù- = ë ûò  

неотрицательно и не превосходит 1. Допустимые ВФ строятся с помощью выражения в частот-

ном пространстве ( ) ( )( ) /2
1 1

r

r aw j wY = - - , 2,4,...r =  которое также положительно и не превос-

ходит 1. Тогда, допустимая ВФ вычисляется так

	 ( )( ){ } ( )
/22

,
1( ) 1 1 exp

2
r

a r aK x i x dj w w w
p

¥

-¥

= - -ò , 2,4,...r = 	  (79)

Например, для нескольких значений r  получим
	 ,2 ,1( ) ( )a aK x ch x= , ,4 ,1 ,2( ) 2 ( ) ( )a a aK x ch x ch x= - , ,6 ,1 ,2 ,3( ) 3 ( ) 3 ( ) ( )a a a aK x ch x ch x ch x= - + . 

Вид весовых функций , ( )a rK x , а также их производных представлен на рис. 5.1.
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	 а)	 б)

	 в) 	 г)

	 д) 	 е)
Рис. 5.1. Вид весовых функций , ( )a rK x , а также их первой и второй производных  

для 2a= , 2r =  (а, в, д); 3a= , 4r =  (б, г, е).

Оценку величины ( )f x¢  запишем в следующей форме:

	 ( ) 2
1

1 n
j

n
j

X x
Df x N

hnh =

æ ö- ÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
å ,	  (80)

где ( )h h n=  — убывающая последовательность положительных чисел, ( )N x  — четная функция 

( ) 1N x dx
¥

-¥

æ ö÷ç ÷ç = ÷ç ÷ç ÷è ø
ò  и ( ) 2N x LÎ . Если взять ( ) ( )1r rN x K x-

¢=- , 3,5,...r = , то получим допустимые весо-

вые функции порядков r . 
Аналогично для второй производной ФПВ имеем

	 ( )2
3

1

1 n
j

n
j

X x
D f x M

hnh =

æ ö- ÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
å ,	  (81)
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где ( )h h n=  — убывающая последовательность положительных чисел, ( )M x  — четная функ-

ция ( ) 1M x dx
¥

-¥

æ ö÷ç ÷ç = ÷ç ÷ç ÷è ø
ò , ( ) 2M x LÎ . Если взять ( ) ( )2r rM x K x-

¢¢=- , 3,5,...r = , то получим допустимые 

весовые функции порядков r .
В табл. 7 приведены физические характеристики ВФ , ( )a rK x  для различных a  и r .

5.2. Численный эксперимент
Рассмотрим пример оценки функции плотности вероятности последовательности случай-

ных величин nX  с нормальным законом распределения

	 ( ) ( )2

22

1 exp
22

x
f x

m

sps

æ ö- ÷ç ÷ç ÷= -ç ÷ç ÷÷çè ø
, 

где математическое ожидание 0.25m= , среднеквадратическое отклонение 0.5s=  (рис. 5.2а).  

На рис.  5.2б-г представлены результаты оценки функции плотности распределения ( )f x , а 

также её первых двух производных для 2a= , 2r =  и 2500n= .

	 а)	 б)

	 в)	 г)
Рис. 5.2. Последовательность случайных величин nX , 2500n=  (а)  

и оценка ( )nf x , ( )nDf x  ( )2
nD f x  для 2a= , 2r =  (б) — (г).

Проведем сравнение характеристик распределения, вычисленных по последовательности, а 
также из оценок. На рис. 4а, б приведены графики ( )nm m*-  и ( )ns s*- , где

	
( )

( )
2

2
1

nx f x dx
f x

m
¥

*

-¥

= ò , 
( )

( ) ( )
1 2

2 21
n

n

x f x dx
f x

s m
¥

* *

-¥

æ ö÷ç ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷è ø
ò , 	  (82)

	
1

1 n

n k
k

X
n

m
=

= å , ( )2

1

1 n

n k n
k

X
n

s m
=

= -å .	  (83)
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Как видно из графиков, при увеличении порядка ВФ, получаем более гладкую функцию плот-
ности вероятности, а при уменьшении более точное вычисление математического ожидания. 
Рисунок 5.5 иллюстрирует изменение ( )ns s*-  в зависимости от параметров a  и r . При возрас-

тании a  или r  наблюдается более точное вычисление s* . Для анализа полученных оценок 

вычислим моменты функции плотности распределения ( ) ( )* k

k nm x f x dxm
¥

-¥

= -ò , асимметрию 

3
3

mA
s

= , а также эксцесс 4
4 3mE

s
= - . Соответствующие величины приведены в табл. 8.

Таким образом, на основе теории атомарных функций предложены новые конструкции весо-
вых функций с компактным носителем. Построены допустимые непараметрические оценки 
плотности вероятности и её производных 1-го и 2-го порядков последовательности случайных 
величин. Наличие параметров функции (79) позволяет расширить применимость предложен-
ных оценок к случайным процессам различной физической природы. 

Проведенный физический анализ подтверждает эффективность новых непараметрических 
оценок функции плотности вероятности.

	 а)	 б)

	 в)	 г)

	 д)	 е)

Рис. 5.3. Оценка ( )nf x , ( )nDf x  ( )2
nD f x : 3a= , 4r =  (а, в, д); 2a= , 6r =  (б, г, е).
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	 а)	 б)
Рис. 5.4. Изменение ( )nm m*-  (а) и ( )ns s*-  (б) при увеличении n  ( )2, 2a r= = .

	 а)	 б)
Рис. 5.5. Зависимость ( )ns s*-  от a  ( )2r =  (а) и от r ( )2a=  (б), 2500n= .

Таблица 7. Физические характеристики ВФ , ( )a rK x  для различных a  и r

r a
3g 4 3/g g 9g P D supp suppE

2

2 1.720 1.391 -46.59 0.945 0.502 4 2.029
3 2.693 1.444 -34.03 0.735 0.508 2 1.233
4 3.815 1.412 -30.49 0.622 0.513 4/3 0.898
5 4.787 1.375 -28.99 0.549 0.518 1 0.708
6 5.610 1.467 -28.21 0.496 0.522 4/5 0.587
7 6.732 1.400 -27.76 0.456 0.525 2/3 0.501

4

2 2.581 1.232 -40.59 0.883 0.544 8 2.669
3 4.114 1.236 -28.09 0.682 0.560 4 1.662
4 5.610 1.240 -24.60 0.573 0.574 8/3 1.218
5 7.181 1.229 -23.12 0.503 0.585 2 0.964
6 8.602 1.239 -22.36 0.454 0.593 8/5 0.796
7 10.098 1.222 -21.91 0.416 0.599 4/3 0.682

6

2 3.017 1.182 -37.08 0.852 0.588 12 2.669
3 4.837 1.186 -24.66 0.654 0.614 6 1.674
4 6.583 1.182 -21.21 0.547 0.638 4 1.225
5 8.378 1.167 -19.76 0.478 0.656 3 0.972
6 10.098 1.173 -19.01 0.429 0.670 12/5 0.805
7 11.819 1.165 -18.57 0.393 0.680 2 0.687
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Таблица 8. Характеристики оценок функции плотности вероятности последовательности  
случайных величин nX , 2500n=

r a *m *s 1m 310´ 2m
3m 310´ 4m A 310´ E 310´

2

2 0.524 1.103 -4.78 1.218 -32.41 4.437 -24.13 -6.68

3 0.524 1.039 -5.49 1.079 -32.72 3.495 -29.20 3.94

4 0.525 1.020 -5.77 1.040 -32.93 3.250 -31.06 6.24

5 0.525 1.011 -5.96 1.023 -33.23 3.148 -32.11 7.18

4
3 0.525 0.999 -5.94 0.995 -32.66 2.938 -32.75 -51.58

4 0.525 0.999 -6.12 0.995 -33.22 2.968 -33.35 -16.61

5 0.525 0.999 -6.32 0.995 -33.81 2.975 -33.95 -7.30

6

2 0.525 0.998 -5.95 0.995 -32.71 2.980 -32.94 8.01

3 0.525 0.999 -5.99 0.995 -32.83 2.980 -32.94 -6.56

4 0.525 0.999 -6.24 0.995 -33.57 2.980 -33.69 -6.15

5 0.525 0.999 -6.47 0.995 -34.24 2.980 -34.37 -5.11

8

2 0.525 0.999 -5.99 0.995 -32.82 2.980 -32.94 -5.83

3 0.525 0.999 -6.03 0.995 -32.94 2.980 -33.01 -11.20

4 0.525 0.999 -6.32 0.995 -33.82 2.979 -33.92 -8.45

5 0.525 0.999 -6.56 0.995 -34.52 2.980 -34.63 -7.30

6. Обработка сигналов в радиоприемном устройстве
Основная функция обработки сигналов в радиоприемных устройствах [36] заключается в 

линейной фильтрации сигналов в усилителях высокой и промежуточной частот, преобразо-
вании несущих частот, а также амплитудном, фазовом или амплитудно-фазовом детектиро-
вании. При математическом описании эти процессы можно свести к линейной фильтрации 
аддитивной смеси сигнала и приведенных ко входу приемного устройства внешних и вну-
тренних шумов, а также дальнейшему выделению огибающей и фазы результирующего сиг-
нала. Одиночный радиолокационный сигнал на входе радиоприемного устройства можно 
зависать в виде
		  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0Re exp Re exp ,s t E s t i t E S t i t tw w j jé ù= - = - + +ê úë û  0 t T£ £ ,

где T  — время наблюдения одиночного сигнала, ( )2
0

0

T

E s t dt= ò  — энергия сигнала, ( )S t  — функ-

ция амплитудной модуляции, ( )0 0t tw j j+ +  — мгновенная фаза, 0w  — несущая частота,  

( )tj  — фазовая модуляция, 0j  — начальная фаза, ( )s t  — комплексная огибающая сигнала.

Для импульсной характеристики линейного фильтра имеем
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0Re exp Re exp ,h t h t i t H t i t tw w y yé ù= - = - + +ê úë û

где ( )H t  — огибающая импульсной характеристики, ( )0 0t tw y y+ +  — мгновенная фаза,  

0w  — собственная частота фильтра, ( )ty  — фазовая модуляция импульсной характеристики, 

( )h t  — комплексная огибающая импульсной характеристики фильтра.

Сигнал на выходе фильтра запишется так

( ) ( ) ( )0 0r t s h t dt t t
¥

-¥

= -ò .



48

Кравченко В.Ф., Кравченко О.В., Чуриков Д.В.

Новые математические и физические методы

Выделяя комплексные огибающие сигнала и фильтра получим

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 c 0 s 0Re exp cos sin ,
2
Er t j t s h t d r t t r t tw t t t w w

¥

-¥

= - - = +ò
где

( ) ( ) ( )c Re
2
Er t s h t dt t t

¥

-¥

= -ò , ( ) ( ) ( )s Im
2
Er t s h t dt t t

¥

-¥

= -ò .

Рассмотрим белый нормальный шум ( )n t  с нулевым математическим ожиданием и спектраль-

ной плотностью шума 0n . При пропускании его через линейный фильтр получим нормальный 

случайный процесс

( ) ( ) ( )0M t n h t dt t t
¥

-¥

= -ò
с нулевым средним и корреляционной функцией

( ) ( ) ( )1 2 0 0 0 2 1,MK t t n h h t t dt t t
¥

-¥

= + -ò .

Рассматривая комплексные огибающие

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0
1 Re exp
2MK n j h t h t dtt w t t

¥
*

-¥

= -ò ,

где 1 2t tt = - , *  – символ комплексного сопряжения. Таким образом, для двух независимых 

реализаций случайного процесса получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 2
1 1Re exp Im exp .
2 2

M t j t n h t dt j t n h t dtw t t w t t
¥ ¥

-¥ -¥

é ù é ù
ê ú ê ú= - - + - -ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

ò ò

Зашумленный полезный сигнал ( )r t  после прохождения через линейный фильтр

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c 0 s 0 0cos sin cos ,y t r t M t Y t t Y t t Y t t tw w w qé ù= + = + = -ê úë û

где ( ) ( ) ( )2 2
c sY t Y t Y t= + , ( ) ( ) ( )s carctgt Y t Y tq é ù= ê úë û  – комплексная огибающая и фазовая модуля-

ция процесса на выходе фильтра ( )y t . Здесь ( ) ( ) ( )c c cY t r t M t= + , ( ) ( ) ( )s s sY t r t M t= + .

Таким образом, сигнал и шум, прошедший через фильтр определятся следующим образом:

( ) ( ) ( )c c c s s( ) ( )r t S H t d S H t dt t t t t t
¥ ¥

-¥ -¥

= - - -ò ò ,

( ) ( ) ( )s s c c s( ) ( )r t S H t d S H t dt t t t t t
¥ ¥

-¥ -¥

=- - - -ò ò ,

( ) ( ) ( )c 1 c 2 s( ) ( )M t n H t d n H t dt t t t t t
¥ ¥

-¥ -¥

= - - -ò ò ,

( ) ( ) ( )s 2 c 1 s( ) ( )M t n H t d S H t dt t t t t t
¥ ¥

-¥ -¥

=- - - -ò ò .

Здесь

	  	 ( ) ( ) ( )( )c 0cos
2
ES t S t tj j= + , ( ) ( ) ( )( )s 0sin

2
ES t S t tj j= + ,

( ) ( ) ( )( )c 0
1 cos
2

H t H t ty y= + , ( ) ( ) ( )( )s 0
1 sin
2

H t H t ty y= + .
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Аналоговый сигнал ( )s t  с ограниченной полосой ˆ( )s w  представим в виде обобщенного ряда 
отсчетов Кравченко-Котельникова (32)

( ) ( )1
1

( ) sinc j
k j

s t s k t k
a
p¥¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç= D - D ÷ç ÷÷çè øDå Õ .

Ограничиваясь конечным числом членов произведения в правой части, имеет место точное 
разложение

( ) ( )1
1

( ) sinc
M

j
k j

s t s k t k
a
p¥

-
=-¥ =

æ ö÷ç= D - D ÷ç ÷÷çè øDå Õ ,

(1 ) 2Ma a-+ > , (1 ) 2
1

Ma a
a

p -+ -
D= ×

W -
.

Полоса частот, проходящих через фильтр Кравченко-Котельникова без искажения существенно 
зависит от параметра a  и определяется так

2 2;
1 1

a a
a a

é ù- -ê ú-
ê ú- -ë û

.

Графики относительной ширины плоской вершины g(a) спектральной характеристики 
обобщенного ряда (34) в зависимости от параметра a для M=2, 3, 5 приведены на рис. 5.6.

Рис. 5.6. Зависимость относительной ширины плоской вершины спектральной 
характеристики обобщенного ряда (34) от параметра a для M=2, 3, 5.

Дискретная свертка функций ( )x t , ограниченной отрезком 0, xTé ùë û , и ( )h t , ограниченной отрез-

ком 0, hTé ùë û  выражается так

		  ( ) ( ) ( )
( )

( )min ,

max 0,

x

h

N n

k n N
y n x k h n k

= -

D =D D D- Då , 	 (84)

где x xN T= D , h hN T= D . Полагая, что ( )x t  и ( )h t  равны нулю вне заданных интервалов, 

выражение (84) для удобства запишем в виде неограниченной суммы

( ) ( ) ( )
k

y n x k h n k
¥

=-¥

D =D D D- Då .
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Учитывая конечность временной выборки и, как следствие, бесконечным пределам существо-

вания ненулевого спектра проведем оценку погрешности усеченного ряда.

Алгоритм блока линейной фильтрации и детектирования для цифровой модели запишется так

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

h h

n n

c c c s s
k n N k n N

Y n X k H n k X k H n k
= - = -

D = D D -D - D D -D
D å å ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

h h

n n

s s c c s
k n N k n N

Y n X k H n k X k H n k
= - = -

D =- D D -D - D D -D
D å å ,

( )
( )
( )

arctg s

c

Y n
Y n

Y n
D

D =
D

, ...h hn N N=- .

Определим погрешность в точках отсчетов. Для этого рассмотрим сигнал ( )S t  до и после

		  ( ) ( ) ( )Z t S h t dt t t
¥

-¥

= -ò 	 (85)

прохождения фильтра. В дискретном случае

		  ( ) ( ) ( )
( )

( )min ,

max 0,

s

h

N n

k n N
Z n S k h n kD

= -

D =D D D- Då ,

		  ( ) ( )1
1

( ) sinc
M

j
k j

Z t Z k t k
a
p¥

D D -
=-¥ =

æ ö÷ç= D - D ÷ç ÷÷çè øDå Õ .

Дискретный вариант выражения (85)

		  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1k

k k

Z n S h n d s h n dt t t t t t
+ D¥ ¥

=-¥-¥ D

æ ö÷ç ÷ç ÷D = D - = D-ç ÷ç ÷÷çè ø
åò ò .	  (86)

Величина ошибки следующая:

		  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1k

k k

n s k h n k s h n dd t t t
+ D¥

=-¥ D

æ ö÷ç ÷ç ÷D = D D D -D - D-ç ÷ç ÷÷çè ø
å ò . 	 (87)

Тогда ( ) ( ) ( )Z n Z n ndD D = D + D .

Рассмотрим квадрат среднеквадратической погрешности

		
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 22

/ /
2 2 2

/ /

2

2 2 2 .

Z t Z t dt Z Z d

Z d Z Z d Z d
p p

p p

r p w w w

p w w p w w w p w w

¥ ¥

D D

-¥ -¥

- D D ¥

D D

-¥ - D - D

= - = - =

= + - +

ò ò

ò ò ò

 

   

	 (88)

Из (88) следует, что минимальная ошибка такова

( ) ( )
/

2 22
min

/

2 Z d Z d
p

p

r p w w w w
- D ¥

D

-¥ - D

ì üï ïï ïï ï= +í ýï ïï ïï ïî þ
ò ò  .

Во многих приложениях оценка погрешности сверху зависит от характера убывания спектра 

( )Z w . На практике она не превосходит значения 2
min4r  [36].

Корреляционные функции шумов определяются так

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 0 2 1R t t P t P t n h h t t dt t t
¥

-¥

- = = + -ò ,
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2 .

k l

k k

R m n P n P m

n k n l h n k h m l

D h n k h m k D h k h k m n

D D D

¥ ¥

=-¥ =-¥

¥ ¥

=-¥ =-¥

D -D = D D =

=D D D D -D D -D =

= D D -D D -D = D D D +D -D

å å

å å

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 1 21 1
1 1

2 11
1

, sinc sinc

sinc .

M M

j j
k m j j

M

j
n j

R t t P n P m t k t k
a a

R n t t k
a

p p

p

¥ ¥

D D D - -
=-¥ =-¥ = =

¥

D -
=-¥ =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= D D - D - D =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è øD D
æ ö÷ç= D - - D ÷ç ÷÷çè øD

å å Õ Õ

å Õ

Аналогично (86) и (87) можно записать 
		  0nD n= D ,

( ) ( )1
1

( ) sinc
M

j
k j

R t R k t k
a
p¥

D D -
=-¥ =

æ ö÷ç= D - D ÷ç ÷÷çè øDå Õ .

Здесь

	  	 ( ) ( ) ( )R k R k ndD D = D + D , ( ) nk
k

nd d
¥

=-¥

D = å ,

		  ( ) ( ) ( ) ( )
( )1k

nk
k

h k h n k h h n dd t t t
+ D

D

=D D D -D - D -ò .

Таким образом, для дискретной фильтрации получим следующие оценки: 

( ) ( )20
2c

k

Er S k
¥

D
=-¥

D
= Då ,    ( )0 0srD = ,

( ) ( )2
00

2 k

ER n S k
¥

D
=-¥

D
= Då ,     

( )
( )

( )
2

2 2

0

0
42 0 k

r Eq S k
nR

¥
D

D
=-¥D

D
= = Då .

Таким образом, формулы для дискретной фильтрации с учетом применения обобщенной тео-
ремы отсчетов Кравченко-Котельникова (31) запишутся так

( ) ( )2
c 0

2 k

Er S k
¥

D
=-¥

D
= Då , ( )s 0 0rD = , 

( ) ( )2
00

2 k

ER n S k
¥

D
=-¥

D
= Då , 

( )
( )

( )
2

2 2

0

0
42 0 k

r Eq S k
nR

¥
D

D
=-¥D

D
= = Då .

Выводы
Представлены методы цифровой обработки сигналов, построенные на основе семейств ато-

марных функций [1-11]. Рассмотрены новые весовые функции, влияющие на улучшение физи-
ческих характеристик синтезируемых КИХ-фильтров [14-20]. Проведено исследование как 
классического ряда Уиттекера-Котельникова-Шеннона, так и обобщенных рядов отсчетов на 
основе теории атомарных функций [21-23]. Проанализированы частные случаи и даны каче-
ственные оценки погрешностей восстановления цифровых сигналов по их дискретным отсче-
там. Получены новые непараметрические оценки функций плотности вероятности последова-
тельности случайных величин и их производных с помощью финитных атомарных функций 
[27-35]. Уделено внимание математическому моделированию цифровой обработки сигналов в 
радиоприемных устройствах широкого спектра длин волн.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (проект № 13-02-12065).
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Atomic functions in the problems of filtering 
and digital signal processing

V. F. Kravchenko, O. V. Kravchenko, and D. V. Churikov

The basic systemы of atomic functions and new weights functions are considered. Improve their 
physical characteristics on the example of the Kravchenko-Kaizer and Kravchenko-Nuttall weight 
functions. On the basis of the Kravchenko weight functions an algorithm of FIR-filter synthesis is 
offered. Investigated the general sampling series on the basis of atomic functions, made an analysis 
of special cases and considered their errors. Given the non-parametric estimations of the probability 
density functions of random variables sequences and its derivatives. The mathematical modeling of 
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Аннотация
Представлены результаты численного моделиро-
вания воздействия одиночных помех и групп помех 
на диаграмму направленности линейной эквиди-
стантной адаптивной антенной решётки с помо-
щью метода обращения разреженной корреляци-
онной матрицы.

Ключевые слова: приёмная адаптивная антен-
ная решётка, диаграмма направленности, корре-
ляционная матрица

Abstract
In this article the authors present the results of the 
numerical simulations using the sparse correlation 
matrix inversion method of what influence the single 
and grouped interferences have on a directional 
diagram of a linear equidistant adaptive antenna.

Key words: receiving adaptive antenna array, 
directional diagram, correlation matrix
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Введение
Алгоритмы адаптивной пространственной обработки сигналов в настоящее время пред-

ставляют собой быстроразвивающуюся область знаний и находят широкое применение в 
построении различных информационных систем.

Особый интерес представляет проведение детализированной оценки одиночного или груп-
пового воздействия помех на диаграмму направленности (ДН) адаптивной антенной решётки 
(ААР), поскольку такое воздействие оказывает негативное влияние на качество приёма полез-
ного сигнала и имеет важное значение при выборе адаптивного алгоритма. Подобная оценка 
ранее проводилась для разных алгоритмов, например в [1]. В данной статье анализируется 
метод обращения разреженной корреляционной матрицы [2].

Метод расчёта
Рассмотрим N -элементную линейную эквидистантную фазированную антенную решётку, 

на которую одновременно с различных направлений действуют I  источников помеховых сиг-
налов. Число степеней свободы такой решётки равно 1N − , что, с учётом наличия одного 
полезного сигнала, даёт максимальное число помех   2Imax N= − , которые можно подавить с 
помощью рассматриваемого алгоритма адаптации. Заметим, что в ряде случаев возможно 
подавление большего числа помех, например близкорасположенных, но качество подавления 
при этом может снижаться. Углы направления прихода сигналов будем измерять относительно 
оси главного лепестка (0°), совпадающей с направлением прихода полезного сигнала.
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Адаптивная диаграмма направленности этой решетки имеет вид
	 ( ) ( )T ,G q = w s

где 1 *   m -=w M v  — вектор весовых коэффициентов; µ 1=  — коэффициент, определяющий  

масштаб весового вектора w; ( )exp 2 1  ks iu k Né ù= - -ê úë û  — компоненты вектора s ; ( )sin ;du p
q

l

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
  

q  — угловая характеристика, град; d  — расстояние между элементами решетки, нм; l  — рабо-
чая длина волны, нм; v  — вектор настройки адаптивной антенны, зависящий от выбора целе-
вой функции; в частности, для критерия минимума среднеквадратического отклонения он 
представляет собой вектор, составленный из корреляционных произведений полезного сиг-
нала на входах адаптивных каналов с пилот-сигналом.

В данной работе при расчётах использовался критерий максимума отношения сигнал-шум и 
предполагалось, что все компоненты v равны единице. Кроме того, считалось, что межэлемент-
ное расстояние ААР равно половине длины волны, соответствующей центральной частоте 
рабочего диапазона ( / 0.5d l= ). На графиках представлена нормированная ДН ( )20 lgG q  дБ.

Если собственные шумы взаимно некоррелированны для разных каналов и с сигналами 
помех, то корреляционная матрица суммарного сигнала на выходе адаптивной антенной 
решётки равна

	 2 2 *
0 0

m=1 n=

T
N m n mn m n

1

   ,
I I

n n s ss s r= + ååM E

где NE — единичная матрица, т. е. диагональная матрица из N элементов, равных единице; cреднее 

квадратичное значение напряжения собственного шума в каналах элементов антенны полагается 
одинаковым и равным 0  1n = , черта над выражением обозначает операцию усреднения;  

ns  — мощность n-го источника сигнала ( 1, 2, , )n I= ¼ , выраженная по отношению к средней 

мощности собственных шумов на выходе приёмных элементов; mnr  — коэффициент корреля-

ции сигнала от m-го и n-го источников [3].
Для 1-M  существует ряд методов расчёта, в том числе:
●● Обращение матрицы — команда ( )inv M  в математическом пакете Matlab 7;

●● Псевдообращение матрицы — команда ( )pinv M ;

●● Обращение разреженной матрицы — команда ( ( ))inv sparse M .

В работе используется третий из вышеперечисленных методов, показавший в расчётах более 
высокое быстродействие.

Влияние направлений прихода помех
Оценим воздействие источников некоррелированных узкополосных помех на ДН  

восьмиэлементной ААР при отношении мощности помехового сигнала к мощности полезного 
сигнала, равном 10, и отношении мощности полезного сигнала к мощности шумов равном 1. 
Ширина главного лепестка по уровню минус 30 дБ для рассматриваемой ААР составляет  
около 28° (диапазон углов от –14° до 14°).

На рис. 1 показано, как изменяется ДН ААР при приходе помехи с направления 5 градусов. 
Видно, что в направлении помехи формируется минимум ДН, обеспечивающий подавление 
помехи, но при этом может ухудшаться качество приёма полезного сигнала, приходящего с 
направления 0 градусов, по сравнению с ДН ААР до адаптации.

Влияние помех на приём полезного сигнала существенно зависит от направления их при-
хода, что иллюстрируется на рис. 2. На нём приведён график значений нормированной ДН ААР 
в направлении помехи и в направлении полезного сигнала для случая прихода одной помехи в 
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зависимости от направления прихода этой помехи в диапазоне –120…120 градусов. Например, 
точка А на рис.  1 соответствует значению нормированной ДН ААР в направлении полезного 
сигнала при приходе помехи под углом 5 градусов, т. е. точке А на рис. 2.

Рис. 1. ДН ААР при наличии помехи, приходящей под углом 5 градусов.

Рис. 2. Значения ДН ААР в направлениях прихода помехи и полезного сигнала  
в зависимости от того с какого направления приходит помеха для случая одной помехи.

Видно, что помеха хорошо подавляется при любых направлениях её прихода (более чем  
на 20 дБ), в то время как ухудшение приёма полезного сигнала происходит лишь тогда, когда 
помеха приходит на главный лепесток (от –10° до 10°), в том числе 20 lg (0) 0G £  в диапазоне 
направлений прихода помехи от –3° до 3°. График подавления помехи (рис. 2) похож по форме 
на график неадаптированной ДН (рис.  1), смещённый вниз по оси примерно на 40 дБ,  
т. е. на качество подавления помехи направление её прихода также влияет: помеха на главном 
лепестке подавляется несколько хуже, чем на боковом.
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Качество подавления помехи (в  точке Б на рис.  2) несколько хуже, чем на рис.  1.  
Это, по-видимому, связано с тем, что минимум в направлении помехи формируется узкий,  
поэтому получаемое при компьютерном моделировании значение имеет погрешность, а в част-
ности, существенно зависит от числа расчётных точек. Для сравнения на рис.  3 представлен  
тот же расчёт, что на рис.  2, но с меньшим числом точек (101 точка на диапазон значений  
углов –120…120 градусов). 

Видно, что график подавления помехи при этом существенно искажается. В работе основ-
ной интерес представляет исследование качества приёма полезного сигнала, и как видно на 
рис.  3, соответствующий график не искажается при смене числа точек, поскольку для него 
значение ДН ААР берётся в направлении максимума. Все рисунки, кроме рис. 3, выполнены для 
10001 точек. В пробных расчётах увеличение до 100001 точек не привело к дальнейшим изме-
нениям графиков полезного сигнала и помехи. Заметим, что расчётное подавление помехи 
больше чем на 15 дБ является достаточным для многих практических целей, тогда как пода-
вление полезного сигнала является нежелательным, поскольку может требовать привлечения 
других методов фильтрации помех.

На рис.  4 представлены графики значений ДН в направлении полезного сигнала и в 
направлении помехи для случая симметричных помех, т. е., например, абсциссе 10° соответ-
ствуют значения ДН в направлениях 0° и 10° для случая помех, приходящих с направлений 
–10° и 10° (симметричные помехи в этом случае подавляются одинаково, поэтому значение 
ДН в направлении –10° будет таким же, как в направлении 10°). Видно, что симметричные 
помехи хорошо подавляются на всех направлениях (более чем на 20 дБ). На приём полезного 
сигнала заметно влияют только симметричные пары помех, приходящих на главный лепе-
сток, в т. ч. 20 lg (0) 0G ≤  при приходе пар симметричных помех с направлений –6° и 6° градусов 
или ближе к главной оси. Помехи на третьих лепестках подавляются примерно так же, как на 
главном, но мало влияют на приём полезного сигнала.

Рис. 3. Значения ДН ААР в направлениях прихода помехи и полезного сигнала в зависимости  
от того с какого направления приходит помеха для случая одной помехи  

(меньшее число расчётных точек).

На рис. 5 рассмотрен случай прихода двух помех с малым угловым расстоянием между ними  
(4 градуса), т. е., например, абсциссе 10° соответствуют значения ДН в направлениях 0°, 10°, 14° 
для случая двух помех, приходящих с направлений 10° и 14°. Видно, что такие пары помех 
хорошо подавляются на всех направлениях (более 15 дБ для помех, приходящих на главный 
лепесток, более 20 дБ в остальных случаях), оказывая влияние на приём полезного сигнала, 
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если хотя бы одна из помех задевает главный лепесток в диапазоне от (–20, –16) до (16,20),  
в т. ч. 20 lg (0) 0 G £  в диапазоне направлений прихода помех от (–9, –5) до (5, 9) (на оси абсцисс 

отмечены направления прихода первой помехи). 

Рис. 4. Значения ДН ААР в направлениях прихода помех и полезного сигнала в зависимости  
от того с какого направления приходят помехи для случая двух симметричных помех.

Рис. 5. Значения ДН ААР в направлениях прихода помех и полезного сигнала  
в зависимости от того с какого направления приходят помехи  

для случая двух помех с угловым расстоянием между ними 4 градуса.
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Рис. 6. Значения ДН ААР в направлениях прихода помех и полезного сигнала  
в зависимости от того с какого направления приходят помехи  

для случая двух помех с угловым расстоянием между ними 16 градусов.

Рис. 7. Значения ДН ААР в направлениях прихода помех и полезного сигнала в зависимости  
от того с какого направления приходят помехи для случая трёх помех  

с угловыми расстояниями между ними по 8 градусов.
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Обе помехи подавляются примерно одинаково, кроме случая помех, приходящих на главный 
лепесток, когда помеха, которая ближе к оптической оси антенны, подавляется хуже, чем вторая.

На рис.  6 даны аналогичные графики для случая пары помех с более широким угловым  
расстоянием между ними (16 градусов). Видно, что помехи подавляются хорошо (более  
чем на 20 дБ), но увеличение ширины полосы помех по сравнению со случаем, рассмотренным  
на рис.  5, оказало существенное влияние на подавление полезного сигнала, которое стано-
вится заметным, если хотя бы одна из помех приходит под углом 10° или ближе к оси,  
т. е. в диапазоне пар помех от ( )26, 10- -  до ( )10,26 , что заметно шире, чем в случаях, рассмо-

тренных на рис.  4 и 5. При этом 20 lg (0) 0G ≤  в диапазоне направлений прихода помех от 

( )19, 3- -  до ( )12,4-  и от ( )4, 12-  до ( )3,19  (на оси абсцисс отмечены направления прихода 

первой помехи), т. е. в тех случаях, когда одна из двух помех приходит под углом к оптической 
оси антенны ближе, чем 4°.

На рис. 7 рассмотрен схожий случай, как на рис. 6, но с добавлением третьей помехи посере-
дине полосы помех шириной 16 градусов. Подавление полезного сигнала становится заметным, 
если хотя бы одна помеха задевает главный лепесток, т. е. в диапазоне направлений прихода 
таких помех от (–30, –22, –14) до (14, 22, 30), при этом 20lg (0) 0G £  в диапазоне направлений 
прихода помех от (–22, –14, –6) до (6,14,22). На графике направление прихода полосы помех 
отмечено направлением прихода первой из этих помех, т. е., например, полосе (6,14,22) соот-
ветствует точка с абсциссой 6. График подавления полосы из шести равноотстоящих помех с 
общей шириной полосы 10° имеет схожий вид, с подавлением полезного сигнала при попада-
нии помех на главный или первый лепесток, возрастающим, если одна из помех приходит с 
направления ±6°.

Рис. 8. Значения ДН ААР в направлениях прихода помех и полезного сигнала в зависимости  
от того с какого направления приходят помехи для случая четырёх помех  
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с угловым расстоянием между ними 8, 16, 24 градусов.

Рис. 9. Значения ДН ААР в направлениях прихода помех и полезного сигнала  
в зависимости от того с какого направления приходят помехи  

для случая шести помех с угловыми расстояниями между ними по 24 градуса.

На рис. 8 приведён пример расчёта для несимметричной полосы из 4 помех с расстояниями 
между ними 8, 16 и 24 градуса. В данном случае также подавление полезного сигнала стано-
вится существенным, если хотя бы одна из помех попадает на главный лепесток.

На рис.  9 приведены результаты расчёта для случая шести помех с угловыми расстояниями 
между ними по 24 градуса. При этом, в зависимости от направлений прихода помех, они могут 
либо попадать на главный лепесток, подавляя полезный сигнал, либо все помехи могут попадать 
в минимумы между лепестками, практически не оказывая влияния на приём полезного сигнала.

Заключение
Рассматриваемый метод пространственной адаптации позволяет эффективно подавлять 

одиночные помехи и группы помех на всех направлениях. При этом, если помехи не задевают 
главный лепесток ДН ААР (для групп из трёх и более помех также и первый лепесток), то, как 
правило, они не оказывают существенного влияния на приём полезного сигнала. Заметим, что 
на практике эти значения могут отличаться от теоретически рассчитанных в виду отличия 
реальных ААР от идеальных эквидистантных решёток.

Выражаем благодарность за конструктивное обсуждение результатов статьи начальнику 
отделения ОАО «НПЦ «Вигстар», д. т.н. Ганзию Д. Д.



62
Математическое моделирование физических процессов

Список литературы
1.	 Литвинов О. С., Гилязова А. А., Русаков П. В., Ган-

зий Д. Д. Оценка влияния групп помех на основ-
ной лепесток диаграммы направленности 
адаптивной антенной решётки с помощью 
метода собственных диаграмм //  Антенны, 
2012. № 11 (186). С. 36–43.

2.	 Гилязова А. А., Литвинов О. С. Анализ воздействия 
помех на приём полезного сигнала адаптивной 
антенной решёткой с помощью метода обраще-
ния разреженной корреляционной матрицы 
//  Доклады 15-й Международной конференции 
«Цифровая обработка сигналов и её примене-
ние» (DSPA-2013). Российское научно-техниче-
ское общество радиотехники, электроники и 
связи им. А.С. Попова. Москва. 2013. Вып. XV-1. 
Т. 1. С. 373–376.

3.	 Пистолькорс А. А., Литвинов О. С. Введение в тео-
рию адаптивных антенн. М.: Наука, 1991. 200c.

Поступила 20 ноября 2014 г.

An estimation using the sparse correlation matrix 
inversion method of how the interferences 
influence on a receiving adaptive antenna array

A. A. Giliazova, O. S. Litvinov

This work presents the results of computer modeling of the single and grouped interferences’ influence 
on the directional diagram of a linear equidistant eight-element adaptive antenna array using the sparse 
correlation matrix inversion algorithm.

The results show that a single interference influences significantly on the useful signal receiving 
only if it comes from a direction close to the direction of the useful signal (±3°), and less significantly 
from the directions ±10°.

Two interferences with a little angular distance between them make the influence if at least one of 
them touches the main lobe of the directional diagram, and that influence becomes greater if at least one 
of the interferences comes from a direction close to the direction of the useful signal (±6°).

Two interferences with a larger angular distance between them suppress the useful signal receiving 
if at least one of them comes from a direction close to the direction of the useful signal (±4°).

Groups of three and more interferences (the calculations were made for up to six of them) make an 
influence even if they only touch the lobe close to the main lobe, and more significantly if at least one of 
the interferences comes from a direction close to the direction of the useful signal (±6°).

It should be mentioned though, that in practice those parameters may vary from the theoretical ones, 
because real adaptive antenna arrays are not ideally equidistant.

The results allow to assess the influence of the interferences on the directional diagram of an adaptive 
antenna array according to the current signal-jamming environment for a given means of communication.
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Аннотация
Описано устройство для высокоточного измере-
ния коэффициента отдачи (КО) по емкости хими-
ческих источников тока (ХИТ). Применение 
устройства повышает точность измерения КО ХИТ 
по емкости, упрощает процесс измерения, делает 
его независимым от типа и степени заряженности 
ХИТ. Приведены функциональная схема устрой-
ства, зависимость напряжения между клеммами 
ХИТ, а также измеренные значения КО для ХИТ 
малой емкости.

Ключевые слова: заряд, разряд, емкость, узел вре-
менного хранения, внутреннее сопротивление, 
коэффициент отдачи

Abstract
Described a device for measuring the return 
coefficient on capacity (RCC) of the chemical sources 
of current (CSC). Application of the device increases 
the accuracy of RCC measurement, simplifies the 
process of measuring, making it independent from 
the type and state of charge of CSC. Shown a 
functional diagram of the device, the curve of the 
voltage between the terminals of CSC during the 
measurement, the measured values for small 
capacity CSC.

Key words: charge, discharge, capacity, temporary 
storage unit, internal resistance, return coefficient
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Коэффициент отдачи по емкости является одним из основных параметров для оценки каче-
ства как бывших в эксплуатации, так и вновь разрабатываемых ХИТ [1]. В данной работе опи-
сано устройство для высокоточного измерения коэффициента отдачи (КО) по емкости химиче-
ских источников тока (ХИТ). Для обеспечения точности в устройстве применена двухполупери-
одная схема измерения.

В первом полупериоде измерения в узле временного хранения с высокой точностью запо-
минается напряжение холостого хода ХИТ. После чего последний заряжается стабилизирован-
ным постоянным током в течении определенного промежутка времени и разряжается током 
той же величины пока напряжение на клеммах ХИТ не сравняется с запомненным ранее напря-
жением холостого хода (отключение зарядного режима производится при включенном режиме 
разряда). Во втором полупериоде измерения повторяется то же самое, что и в первом полупе-
риоде, только длительность заряда на один или два порядка больше, чем длительность заряда 
при первом полупериоде, а ток заряда и разряда тот же. Коэффициент отдачи определяется как 
отношение длительности процесса разряда к длительности процесса заряда второго полупери-
ода измерения, что и выводится на дисплее устройства в цифровом виде.

Применение устройства повышает точность измерения КО ХИТ по емкости, упрощает про-
цесс измерения, делает результаты измерений независимыми от типа и степени заряженности 
ХИТ. Приведены функциональная схема устройства, зависимость напряжения между клеммами 
ХИТ во время измерения, приведены измеренные значения КО для ХИТ малой емкости.

Коэффициент отдачи ХИТ по емкости зависит от степени заряженности, состава и качества 
электролита, состояния электродов, степени их изношенности и т. д. В известном устройстве [2] 
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при помощи ЭВМ анализируется характер переходного процесса во время разряда и в резуль-
тате вычисления определяется КО по емкости. Однако, предложенный способ и устройство для 
его осуществления имеют ряд недостатков, влияющих на точность определения КО по емкости. 
Отметим, что различия происхождения, степени заряженности, а также состава и чистоты 
электролита ХИТ приводят к различным характеристикам переходного процесса во время раз-
ряда, что и является источником ошибки при определении КО.

Для существенного повышения точности измерения и упрощения эксплуатации предложено 
устройство, в котором без применения сложной вычислительной техники полностью компен-
сируется влияние внутреннего сопротивления (ВС) ХИТ и обеспечивается цифровой выход для 
результата измерения. Упрощенная функциональная схема устройства представлена на рис. 1. 

Рис. 1. Функциональная схема измерителя КО ХИТ по емкости.

Здесь кнопки — К1, К2; стабилизированный источник постоянного напряжения — 1;  
диод — Д; RS–триггеры — 2, 3; электронные ключи — 4, 5; заряжающий преобразователь 
напряжение–ток — 6; разряжающий преобразователь напряжение–ток — 7; стабилизирован-
ный источник постоянного тока — 8; модуляторы напряжения — 9, 10; дифференциальный 
усилитель переменного тока — 11; синхронный детектор–фильтр — 12; индикатор нуля — 13; 
аналоговый компаратор — 14; инвертор — 15; генератор меандра — 16; делитель частоты — 17; 
логический умножитель — 18; счетчик импульсов — 19; цифровой компаратор — 20; цифровой 
задатчик — 21; цифровой дисплей — 22; логические сумматоры — 23, 24; ждущие одновибра-
торы — 25, 26, 27; микродвигатель постоянного тока — 28; усилитель мощности — 29; клеммы 
для подключения измеряемого ХИТ — Кл 1, Кл 2.

Устройство работает следующим образом. К измерителю присоединяется ХИТ, при этом поло-
жительный вывод подключается к клемме Кл 1, а отрицательный вывод к клемме Кл 2. Включа-
ется питание устройства. Нажимается и отпускается кнопка К2. Этим замыкается цепь обратной 
связи, микродвигатель 28 вращается, что приводит к перемещению подвижного контакта рези-
стора R1 и выравниванию напряжения холостого хода ХИТ (клемма Кл 1) к напряжению подвиж-
ного контакта резистора R1. Однако из–за наличия статического момента скольжения полное 
выравнивание производится вручную, после отпускания кнопки К2, при помощи перемещения 
подвижного контакта резистора R2, следуя показаниям индикатора нуля 13. В этом положении 
напряжение на подвижном контакте резистора R1 полностью повторяет напряжение на клемме 
Кл 1 относительно общего провода и остается без изменения на неопределенно долгое время, так 
как двигатель 28 обесточен, а кнопка К2 разомкнута. Далее в цифровом задатчике устанавлива-
ется код, который определяет длительность зарядного процесса первого полупериода работы 
устройства (фактически устанавливается количество импульсов — суммарная длительность про-
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цесса заряда первого полупериода работы). После этого запускается первый полупериод работы 
устройства, для чего нажимается и отпускается кнопка К1. Это приводит к переходу триггера 2 к 
единичному логическому уровню на выходе, что открывает ключ 4 и напряжение с выхода источ-
ника напряжения 1 передается ко входу заряжающего преобразователя напряжение–ток (ЗПНТ) 6. 
Начинается заряд ХИТ током, определяемым величиной напряжения источника 1 и коэффициен-
том передачи ЗПНТ 6. Тем же логическим уровнем выхода триггера 2 через ждущий одновибратор 
26 и логический сумматор 24 обнуляется счетчик 19, а через логический сумматор 23 и умножи-
тель 18 разрешается поступление импульсов делителя частоты 17 к входу счетчика 19.  
В этом положении напряжение на клемме Кл1 относительно Кл2 (фактически относительно 
общего провода) будет

	 1 0 1 1 1U U I R I K t= + +ç ç âí ç ç ç , 	 (1)

где U1з – напряжение на клемме Кл1 в режиме заряда в первом полупериоде, U0 – напряжение 
холостого хода ХИТ, I1з – величина тока заряда в первом полупериоде, Rвн – внутреннее сопро-
тивление ХИТ, çK  – коэффициент, характеризующий рост напряжения на клемме Кл1 в резуль-

тате заряда ХИТ, t1з – длительность процесса заряда для первого полупериода.
В свою очередь, ток заряда связан с выходным напряжением источника 1 так
	 1 1ç ïçI U K= , 	 (2)

где 1U  — выходное напряжение источника 1; Кпз — коэффициент передачи ЗПНТ 6.

При включении режима заряда напряжение 1âí ç âíU I R=  в формуле (1), обусловленное нали-

чием внутреннего сопротивления, возрастает сразу, а напряжение 1 1ç ç ç çU I K t=  в формуле (1), 

характеризующее рост напряжения ХИТ в результате заряда, растет медленнее, в зависимости 
от длительности и величины тока заряда и коэффициента çK , которое характерно для кон-

кретного типа аккумулятора. Рост напряжения на Кл1 продолжается до тех пор, пока длитель-
ность, т. е. число импульсов, насчитанных счетчиком 19 становится равным числу импульсов, 
установленном в цифровом задатчике 21, после чего на выходе цифрового компаратора 20 
появляется импульс, передний фронт которого запускает ждущий одновибратор 27. Выходным 
импульсом ждущего одновибратора 27 триггер 2 перебрасывается в нулевое состояние, а триг-
гер 3 в единичное состояние. Тогда закрывается ключ 4 и открывается ключ 5, процесс заряда 
прекращается (на входе 3ПНТ 6 нулевое напряжение) и начинается процесс разряда, так как на 
входе разрядного преобразователя напряжение — ток (РПНТ) 7 появляется напряжение с 
выхода источника 1. Одновременно, сигнал с выхода триггера 3 через логический сумматор 23 
поступает на вход логического умножителя 18, тем самым обеспечивется продолжение посту-
пления импульсов в счетчик 19, а через ждущий одновибратор 25 логический сумматор 24 
обнуляет счетчик импульсов 19 в самом начале счета времени процесса разряда. В этом положе-
нии (процесс разряда первого полупериода) напряжение на клемме Кл 1 относительно Кл2 
определяется так

	 1 0 1 1 1 1 1ð ð âí ç ç ç ð ð ðU U I R I K t I K t= - + - , 	 (3)

где U1p — напряжение на клемме Кл 1 в режиме разряда в первом полупериоде; I1p — величина 
тока разряда в первом полупериоде; ðK  — коэффициент, характеризующий снижение напряже-

ния на клемме Кл 1 в результате разряда ХИТ; t1p — длительность процесса разряда первого 
полупериода.

В свою очередь, ток разряда связан с выходным напряжением источника 1 согласно следую-
щей формуле:

	 1 1ð ïðI U K= × , 	 (4)

где U1 — выходное напряжение источника 1; Кпр — коэффициент передачи РПНТ 7.
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Первый полупериод завершается тогда, когда на выходе синхронного фильтра-детектора 12 
имеем нулевое напряжение, т. е. напряжение на клемме Кл 1 в режиме разряда становится рав-
ным напряжению на подвижном контакте резистора R1. Это означает, что в результате разряда 
напряжение на клемме Кл 1 уменьшилось и сравнялось с напряжением холостого хода ХИТ, 
сохранившимся в начале первого полупериода на подвижном контакте R1. Как только на входе 
аналогового компаратора 14 напряжение становится равным нулю, на его выходе появляется 
напряжение высокого уровня. Это перебрасывает триггер 3 в нулевое состояние, разряд ХИТ 
прекращается и одновременно прекращается передача импульсов с делителя 17 на вход счет-
чика 19, а цифровой дисплей показывает число импульсов, насчитанных в течение разряда 
(фактически длительность разряда первого полупериода). Как только прекращается разряд 
ХИТ, оператор сразу же устанавливает на цифровом задатчике 21 новое значение времени 
заряда для второго полупериода, которое на один или два порядка больше времени, установ-
ленного для первого полупериода работы и запускает второй полупериод нажатием кнопки К1. 
Во втором полупериоде напряжение между клеммами Кл 1 и Кл 2 будет

	 2 0 1 2 2 2ç ð âí ç âí ç ç çU U I R I R I K t= + + + , 	 (5)

где U2з — напряжение на клемме Кл1 в режиме заряда во втором полупериоде; I2з — величина 
тока заряда во втором полупериоде; Rвн — внутреннее сопротивление ХИТ; t2з — длительность 
процесса заряда второго полупериода.

Если учесть, что токи разряда и заряда для обоих полупериодов работы равны
	 1 1 2 2ð ç ð çI I I I I= = = = , 	 (6)

так как ïçK  и ïðK   равны (учитывая (2) и (4)), кроме того, из–за относительно небольшой дли-

тельности полупериодов внутреннее сопротивление не меняется, то (5) примет вид
	 2 0 22ç âí ç çU U IR IK t= + + , 	 (7)

где I — величина тока заряда и разряда в первом и во втором полупериодах.
По истечении времени заряда второго полупериода, определяемого цифровым задатчиком 

21, напряжение между клеммами Кл 1 и Кл 2 будет
	 2 0 2 2ð ç ç ð ðU U IK t IK t= + - , 	 (8)

где t2p — длительность процесса разряда второго полупериода.
Отсутствие в формуле (8) 2IRвн обусловлено тем, что, во‑первых, отсутствует рост напряже-

ния на внутреннем сопротивлении в режиме заряда равное âíIR , во‑вторых, присутствует паде-

ние напряжения на внутреннем сопротивлении из-за наличия тока разряда (также равное âíIR  

с отрицательным знаком). Как только напряжение между входами усилителя 11 снижается до 
нуля, появляется высокий уровень на выходе аналогового компаратора 14 и триггер 3 перехо-
дит в нулевое состояние. Разряд прекращается, прекращается также поступление импульсов с 
выхода делителя частоты 17 к входу счетчика 19 (на выходе логического сумматора 23 имеется 
нулевое состояние). Дисплей показывает число импульсов, поступивших в счетчик в течение 
разряда второго полупериода. Исходя из того, что процесс разряда прекращается при равен-
стве напряжений на клемме Кл 1 и подвижном контакте резистора R1, можно написать

	 1 0ÊëU U= . 	 (9)

При этом, количество заряда, полученное ХИТ в процессе заряда во втором полупериоде будет
	 2 2ç çQ It= , 	 (10)

если учесть, что длительность процесса заряда во втором полупериоде равна
	 2ç ç èt n t= , 	 (11)

где çn  — число импульсов, установленное оператором в начале второго полупериода работы 

устройства в цифровом задатчике; tu — длительность периода импульса на выходе делителя 17.
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А количество заряда 2ðQ , отданное ХИТ в процессе разряда во втором полупериоде равно

	 2 2ð ðQ It= , 	 (10)

если учесть, что длительность процесса разряда во втором полупериоде равна
	 2ð ð èt n t= , 	 (11)

где np — число импульсов, зафиксированное на дисплее 22 после завершения процесса разряда 
второго полупериода работы устройства.

КО по емкости, определяемый как отношение количества отданного заряда к количеству 
полученного ХИТ заряду следующее

	 2

2

ð ð è ð
î

ç çç è

Q In t n
K

Q nIn t
= = = , 	 (12)

Для удобства расчетов число çn  выбрано кратное к десяти (102, 103), поэтому КО по емкости 

Ko получается делением числа ðn  на 102 или 103.

На рис. 2 представлен график зависимости напряжения на клемме Кл 1 относительно общего 
провода в течение полупериодов работы устройства.

После установки на подвижном контакте резистора R1 напряжения холостого хода ХИТ Uo в 
начале первого полупериода, в момент 1t  нажимается и отпускается кнопка К1. В этот момент 

напряжение мгновенно растет на величину âí âíU I R= × , связанную с падением напряжения на 

внутреннем сопротивлении ХИТ (участок 1–2), а потом происходит медленный рост напряже-
ния в связи с зарядом ХИТ (участок 2–3). В момент 2t  выходным сигналом цифрового компара-

тора 20 прекращается режим заряда и сразу же начинается режим разряда, при этом происхо-
дит мгновенное падение напряжения из-за прекращения заряда и начала разряда на величину 
2 âíI R× . Далее начинается медленный спад напряжения разрядным током (участок 4–5).  

В момент 3t  напряжение на клемме Кл 1 сравнивается с напряжением холостого хода ХИТ, что 

приводит к прекращению разряда. После прекращения разряда, на холостом ходу, напряжение 
на клемме Кл 1 мгновенно растет на величину âíI R× , связанное с тем, что при отключении тока 

разряда на внутреннем сопротивлении падение напряжения отсутствует (участок 5–6).  
Далее начинается второй полупериод работы с еще большим значением длительности режима 
заряда. После включения оператром второго полупериода работы в момент 4t  напряжение на 

клемме Кл 1 мгновенно увеличивается еще на величину âíI R×  (участок 7–8), а потом происхо-

дит медленный рост напряжения в связи с зарядом ХИТ (участок 8–9). В момент 5t , как и в 

первом полупериоде, выходным сигналом цифрового компаратора 20 прекращается режим 
заряда и сразу же начинается режим разряда, при этом происходит мгновенное падение напря-
жения из-за прекращения заряда и начала разряда на величину 2 âíI R×  (участок 9–10). Далее 

начинается медленный спад напряжения разрядным током (участок 10–11). В момент 6t  сраба-

тывает аналоговый компаратор 14, отключается режим разряда, на выходе логического сумма-
тора 23 устанавливается нулевой уровень, к входу счетчика 19 импульсы не поступают, а 
дисплей 22 показывает число импульсов, поступающих в счетчик в течение разряда второго 
полупериода.  
Коэффициент отдачи по емкости определяют делением показания дисплея на цифру, установ-
ленную оператором для длительности заряда второго полупериода.
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Рис. 2. График зависимости напряжения на клемме Кл 1 относительно общего провода.

В разработанном устройстве применены два последовательно соединенных многооборот-
ных резистора R1 и R2, при этом величины сопротивления отличаются в сто раз. Это обеспечи-
вает сверхвысокую разрешающую способность установки величины напряжения холостого 
хода ХИТ на временное хранение цепочкой источник тока 8 — резисторы R1 и R2. Во все время 
хранения это напряжение абсолютно не меняется, так как обесточенный двигатель обеспечи-
вает неподвижность оси, с которой соединен подвижный контакт резистора R1. Из-за флуктуа-
ции напряжения источника 1 уровень хранимого напряжения изменяется не более,  
чем на 1∙10–6 В. Точность установки напряжения холостого хода ХИТ на хранение не превосхо-
дит один микровольт и практически не зависит от времени хранения.

Аналоговый компаратор 14 реализован на прецизионной микросхеме ОР-07. Индикатор 
нуля 13 реализован в виде микроамперметра со средним положением стрелки и дифференци-
альным инструментальным усилителем, при этом цена деления шкалы, приведенная к входам 
(с учетом усиления дифференциального усилителя 11 и синхронного детектора-фильтра 12) 
составляет 0.1 микровольт. Частота модуляции генератора 70 Гц, а частота счетных импульсов 
(фактически, частота на выходе делителя 17) примерно 1 Гц. Постоянная времени синхронного 
детектора-фильтра 1сек. Преобразователи напряжение — ток для зарядки и для разрядки ХИТ 
собраны согласно [3]. Все логические элементы собраны на микросхемах серии К561. В каче-
стве электронных ключей 4 и 5 и модуляторов 9 и 10 использован 4-х канальный коммутатор 
К590КН2. Микродвигатель типа ДΠM-25-Н1–05, а усилитель мощности собран на операцион-
ном усилителе К157УД1, имеющий выходное сопротивление порядка 20 Ом. Измерение КО по 
емкости проводилось на аккумуляторах фирмы Cameleon типа С031 напряжением 7.2 В и емко-
стью 1.3 А·час, имеющих разные степени заряженности, новых, и бывших в эксплуатации. Изме-
рения показали хорошую повторяемость измеряемой величины КО. Он для измеряемых акку-
муляторов находился в пределах от 0.41 до 0.65. В течение измерений температура окружаю-
щей среды поддерживалась в пределах 22° ± 0.5° С.

Благодаря высокой точности, относительной простоте обслуживания разработанное устрой-
ство по определению КО по емкости может найти применение при определении степени изно-
шенности, режимов заряда и разряда, степени заряженности ХИТ. Особенно нужно отметить то 
обстоятельство, что применение устройства по определению КО по емкости может существенно 
ускорить разработку новых ХИТ, когда необходимо быстро оценить качество его компонентов.
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A Device for Measuring the Return Coefficient 
on Capacity of the Chemical Sources of Current

A. G. Ghulyan, H. R. Simonyan, and R. H. Simonyan

Described a device for measuring the return coefficient on capacity (RCC) of the chemical sources of 
current (CSC). Application of the device increases the accuracy of RCC measurement, simplifies the 
process of measuring, making it independent from the type and state of charge of CSC.

To ensure the accuracy of the measurement used two half-period measurement scheme in the device. 
During the first semi-period the voltage of CSC in the idle condition being saved in the temporary saving 
unit with high precision, after what CSC being charged with stabilized direct current certain time and 
being discharged with the same current until the voltage on the poles of CSC became equal with 
previously saved voltage. During the second semi-period are repeating all the processes, that have been 
performed in the first semi-period, just the duration of charging process being chosen longer for ten or 
hundred times, while charge and discharge currents remain the same. Return coefficient on capacity is 
defined as the ratio of duration of the discharge process and the duration of the charging process during 
the second half-period of measurement, which is displayed on the device in a digital form.

Shown a functional diagram of the device, the curve of the voltage between the terminals of CSC 
during the measurement, the measured values of RCC for small capacity CSC.
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Аннотация
В работе приведены методика получения и резуль-
таты исследования основных характеристик пье-
зопленки нитрата гуанидина (ее структура, ориен-
тация оси текстуры, симметрия, плотность,  
скорость продольной моды, коэффициенты элек-
тромеханической связи и теплового расширения),  
а так же частотная зависимость потерь преобразо-
вания и динамический диапазон акустоэлектриче-
ских преобразователей, созданных на ее основе.

Ключевые слова: текстурированные тонкопле-
ночные материалы, акусто-электрические 
преобразователи

Abstract
The paper presents the preparation procedure and 
the results of studies of the main characteristics of 
pezofilm guanidine nitrate (its structure, the 
orientation of the texture axis, symmetry, density, 
velocity of longitudinal mode, and coefficients of the 
electromechanical connection and the thermal 
extension), as well as the frequency dependence of 
the conversion loss and the dynamic range of 
acoustoelectric transducers, created on its basis.

Key words: textured thin film materials, acoustoelectric 
transducers
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Своему возникновению и развитию пьезоэлектрические пленочные материалы обязаны 
прогрессу радиоэлектроники, акустооптики и средств связи. Первым пленочным текстуриро-
ванным материалом, нашедшим практическое применение, был сульфид кадмия [1].  
Относительно высокие пьезоэлектрические параметры CdS, возможность достижения высо-
кой степени ориентации показали перспективность таких материалов. Достаточно быстро 
были разработаны текстурированные пьезопленки оксида цинка и нитрида алюминия [2]. 
Процессы изготовления вышеуказанных пленок позволяют получать образцы с пьезоэлек-
трическими характеристиками весьма близкими к характеристикам соответствующих моно-
кристаллов [3]. Однако, с другой стороны, это говорит о том, что возможности дальнейшего 
улучшения качества данных материалов фактически исчерпаны. Таким образом, прогресс в 
создании новых приборов акустоэлектроники и акустооптики следует связывать с поиском и 
созданием новых материалов.

В Институте общей и неорганической химии РАН был разработан новый пленочный тексту-
рированный пьезоэлектрический материал, основой которого является органическое веще-
ство — нитрат гуанидина (НГ). Химическая формула этого вещества — (NH2) 2CNH∗HNO3. По 
своим химическим свойствам НГ, являясь солью сильной кислоты и достаточно сильного осно-
вания, представляет собой почти ионное соединение, которое хорошо диссоциирует в воде. 
Следует отметить, что НГ хорошо изученное соединение нашло широкое применение в каче-
стве реагента газогенерирующих смесей [4].
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1. Получение пленок нитрата гуанидина
Для получения текстурированных пленок НГ использовался метод вакуумного резистив-

ного напыления. Изотермическим испарением из водного раствора был получен порошок из 
кристаллов НГ, который затем спрессовывался в таблетки. Полученная таким образом навеска 
НГ помещалась в тигель. Тигель и кассета с подложками, на которые уже был нанесен нижний 
электрод, помещались под колпак вакуумной установки ВУП-5. Для контроля толщины пленки 
НГ и скорости ее напыления использовался кварцевый измеритель толщины КИТ-1.  
После откачки рабочего обьема (остаточное давление 10–5 Торр) тигель нагревался до темпера-
туры порядка 210°С (при этом происходило резкое скачкообразное возрастание плотности 
потока пара НГ). При достижении скорости осаждения 1–3 ангстрема в секунду открывалась 
заслонка, т. е. начинался процесс напыления. При достижении требуемой толщины пленки НГ 
заслонка закрывалась. После этого отключался нагрев тигля, в камеру напускался воздух и 
извлекалась кассета с готовыми изделиями. Никаких дополнительных операций (например, 
отжига) не требуется.

2. Исследование структуры и морфологии пленок НГ
Самое общее представление о морфологии пленок НГ было получено при изучении микро-

фотографий пленок в скрещенных поляроидах. Оказалось, что для пленок характерна гомоген-
ная мелкозернистая структура с размером зерна, меньше 0.5 мкм. Характеристики поверхности 
пленок исследовались с помощью профилографа типа «TALYSTER». Типичные профилограммы 
приведены на рис. 1. Они свидетельствуют, что шероховатость пленок в изученном диапазоне 
толщин не превышает 0.08 – 0.12 мкм. Отсутствие на профилограммах резких выбросов, так же 
как и оптическая однородность пленок говорит об однородности текстуры. Для исследования 
равнотолщинности пленок было изготовлено несколько образцов с размерами 6⨯6 см 2. Изме-
рения, проведенные с помощью измерительного микроскопа МИИ-4, показали, что разброс 
толщин на этих площадях не превышает 5%.

Рис. 1. Профилограммы поверхности пленок НГ.

Исследования структуры пленок НГ проводились на рентгено-дифрактометре типа 
«ДРОН-3М». При этом необходимая информация была получена методом «θ–2θ» и методом 
качания. Для всех дифрактограмм характерно наличие единственного пика, что указывает на 
высокую степень ориентированности текстуры и на то, что ее ось направлена вдоль нормали к 
подложке (в противном случае на дифрактограмме присутствовали бы пики, отвечающие дру-
гим межплоскостным расстояниям). Сравнение данных по углам θ или 2θ показало, что един-
ственный пик дифрактограммы соответствует кристаллографическому направлению [111]. 
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Исследование разориентации оси текстуры пленок НГ, проведенные методом качания пока-
зало, что полуширина угла разориентации оси [111] составляет 6–7°. Таким образом, можно 
сделать вывод, что текстура пленок НГ образована вращением составляющих ее микрокри-
сталлов вокруг полярной оси [111].

Определение плотности пленок НГ проводилось прямым взвешиванием пленок известной 
толщины и площади на прецизионных весах марки SARTORIUS. Результаты измерений таковы: 
плотность текстурированных пленок НГ практически не зависит от их толщины и составляет 
1.51 г/см3 (точность измерений около 3%).

3. Исследование пьезопреобразователей, созданных на основе пленок НГ
С целью изучения пьезоэлектрических свойств пленок НГ были созданы пьезопреобразова-

тели на частотный диапазон 80–250 МГц на подложках из плавленого кварца и алюмоиттрие-
вого граната (срез [111]). Подложки изготовлялись плоскопараллельными и имели толщины  
1.5–2.0 мм, что исключало влияние на результаты измерений дифракции и поглощения звука. 
Конструкция структуры показана на рис. 2. Нижний электрод представлял собой пленку Cr-Au 
толщиной 0.2–0.4 мкм, верхний — пленку Al толщиной около 0.15 мкм. Активная площадь пре-
образователей, образованная пересечением верхнего и нижнего электродов составляла 4 мм 2.

Рис. 2. Вид структуры, использовавшейся  
для исследования пьезоэлектрических свойств пленок НГ.

Основная характеристика пьезопреобразователч — частотная зависимость потерь преоб-
разования — исследовалась обычно применяемым в таких случаях эхо-методом [5]. На рис. 3,а,б 
приведены зависимости потерь преобразования от частоты для преобразователя, имеющего 
частоту минимума потерь в районе 100 МГц. Зависимость рис. 3,а относится к случаю несо-
гласованного тракта, рис. 3,б — для преобразователя, согласованного (при помощи индуктив-
ностей) на каждой частоте. Пунктирной линией показана ширина полосы преобразования  
по уровню 3 дБ. Подавление паразитных сигналов во всем исследованном диапазоне частот 
было не менее 50 дБ.

Значительный практический интерес представляет такая характеристика, как динамиче-
ский диапазон работы преобразователя. При проведении экспериментов не отмечалось сколь 
нибудь заметных изменений в форме частотных зависимостей потерь преобразования в диа-
пазоне входных напряжений 0.1–20 В.

Одной из важных характеристик пьезоматериала, определяющей эффективность работы 
пьезопреобразователей, является коэффициент электромеханической связи (Кэм ), характере-
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зующий эффективность преобразования материалом электрической энергии в звуковую волну 
и обратно. Для исследуемых текстурированных пленок НГ величины Кэм определялись путем 
измерения полного входного электрического сопротивления преобразователей при помощи 
измерителей комплексного входного сопротивления типа Р4–37 и TESLA BM-115. Результаты 
исследований суммированы в табл. 1.

Рис. 3. Зависимость потерь преобразования от частоты  
в случае несогласованного (а) и согласованного (б) тракта.

Таблица 1. Результаты исследований

Частота минимума 
потерь, МГц

Толщина пленки,  
мкм

Потери  
преобразования, дБ

Коэффициент  
электромеханической 

связи

80 7.0 3.0 40-50 %
100 5.5 1.5 60-70 %
120 4.5 1.5 60-70 %
150 3.5 2.0 50-60 %
180 3.0 3.0 50-60 %
200 2.8 4.0 40-50 %
250 2.2 6.0 40-50 % 

Скорость звука (в данном случае продольной моды) в пленке НГ была вычислена по экспери-
ментально полученным величинам частот минимума потерь преобразования. При этом  
величина скорости звука оказалась практически независящей от толщины пленок НГ и состав-
ляла 2.2·105  см/сек. Это значение достаточно хорошо согласуется с общим представлением  
об упругих свойствах органических кристаллов [6]. Действительно, у большинства молекуляр-
ных кристаллов органических соединений величина скорости продольного звука лежит  
в пределах 2–3.5·105 см/сек.

Использование в качестве подложек материалов с разными коэффициентами теплового рас-
ширения (КТР) позволило определить КТР для пленок НГ. На рис. 4 показано изменение частоты 
составного акустического резонатора, образованного пьезопленкой НГ, нанесенной на звуко-
провод из плавленого кварца (кривая 1) или алюмоиттриевого граната (кривая 2) от темпера-
туры. Видно, что в обоих случаях наклон зависимостей одинаков. Следовательно, уход частоты 
резонатора при изменении температуры в основном определяется изменением толщины пье-
зопленки. Вычисленный из графиков КТР пленок НГ составил 1.8·10–4  град–1.

Исследование большого количества пьезопреобразователей разных партий изготовления 
позволило определить разброс их характеристик и, следовательно, получить информацию о 
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технологической воспроизводимости свойств пленок НГ. Различия в характеристиках преоб-
разователей разных партий изготовления не превышали 15–20  %, в то время как различие 
свойств преобразователей одной партии (количество образцов в партии 15–20 штук) колеба-
лось в пределах 5–8%.

Рис. 4. Изменение частоты составного акустического резонатора с пленкой НГ  
от температуры для звукопровода из плавленого кварца (1)  

и алюмоиттриевого граната (2).

Заключение
Таким образом, в работе систематизированы основные характеристики созданной в Инсти-

туте общей и неорганической химии РАН текстурированной пьезопленки из нитрата гуани-
дина (ее  структура, ориентация оси текстуры, симметрия, плотность, скорость продольной 
звуковой моды, коэффициенты электромеханической связи и теплового расширения), а так же 
частотная зависимость потерь преобразования и динамический диапазон пьезопреобразова-
телей, созданных на ее основе. Полученные данные позволили разработать высокоэффектив-
ные преобразователи, служащие для возбуждения обьемных акустических волн, которые 
могут быть использованы для создания, например, составных акустических резонаторов или 
акустооптических ячеек.

Авторы выражают глубокую благодарность Розанову И. А. за постоянное внимание и под-
держку, Дорожкину Л. М., Дорошенко В. С. за предоставление образцов для проведения экспери-
ментов, Лавренову А. А. за помощь в исследованиях.
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material, which operate effectively  
in the range of 80–250 MHz
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The paper presents the preparation procedure and the results of studies of the main characteristics 
of pezofilm guanidine nitrate (its structure, the orientation of the texture axis, symmetry, density, 
velocity of longitudinal mode, and coefficients of the electromechanical connection and the thermal 
extension), as well as the frequency dependence of the conversion loss and the dynamic range of 
acoustoelectric transducers, created on its basis. These data allowed us to develop high effective device 
for excitation bulk acoustic waves that can be used to create acousto-optic cells. 
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Аннотация
Указано на возможность эффективного использова-
ния метаматериалов в акустооптике. Показано, что 
фотоупругие постоянные, т. е. величины определяю-
щие изменение диэлектрическую проницаемость  
гетерогенной среды под действием звуковой волны, 
могут значительно превосходить соответствующие 
постоянные для обычных кристаллов. Для гетеро-
генной среды состоящей из наночастиц в виде 
эллипсоидов, проанализированы механизмы изме-
нения диэлектрической проницаемости и найдены 
в явном виде значения фотоупругих постоянных. 
Показано, что механизм изменения диэлектриче-
ской проницаемости в продольной звуковой волне 
сводится к изменению локальной концентрации 
наночастиц в объеме, а в поперечной звуковой 
волне к локальному повороту ориентированных в 
пространстве наноэллипсоидов. Показано также, 
что использование метасред с неоднородным рас-
пределением наночастиц, открывает уникальные 
возможности создания качественно новых прибо-
ров и устройств, которые невозможно осуществить 
в обычных кристаллах. Отмечено, что метаматери-
алы открывают широкие возможности по созданию 
устройств для инфракрасной области спектра, 
поскольку не существует ограничений по размерам 
такой среды.

Ключевые слова: метаматериалы, анизатроп-
ные метаматериалы, акустооптика, наноча-
стицы, ИК-техника

Abstract
Possibility of effective use of metamaterials in 
acousto-optics is indicated. It is shown that 
photoelastic constants, i. e. values determining 
variation of heterogeneous medium dielectric 
constant under the impact of sound wave, may 
significantly exceed corresponding constants for 
ordinary crystals. For heterogeneous medium 
consisting of nanoparticles in the form of ellipsoids, 
the mechanisms of dielectric constant variation are 
analyzed and photoelastic constants values are 
found in explicit form. It is shown that mechanisms 
of dielectric constant variation in longitudinal 
sound wave is reduced to variation of local 
concentration of nanoparticles in the bulk, and in 
the transverse sound wave — to local rotation of 
nanoellipsoids oriented in space. It is shown that 
heterogeneous distribution of nanoparticles opens 
unique possibilities for creation of qualitatively 
new instruments and devices, that can not be 
fulfilled in ordinary crystals. It is noted that 
metamaterials offer great opportunities to build 
devices for the infrared region of the spectrum, 
since there are no restrictions on the size of such a 
medium.

Key words: metamaterials, anisotropic metamaterials, 
acousto-optics, nanoparticles, IR-equipment
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Пустовойт В.И.
006
Акустооптические и оптоакустические методы и устройства

Acousto-optic and Opto-Acoustic Methods and Devices

Введение
Широкому распространению приборов на основе акустооптики мешает ограниченный спи-

сок кристаллических материалов, которые можно использовать при создании элементов и при-
боров акустооптики. Сегодня в основном используются такие кристаллы как парателлурит, 
кварц, молибдат свинца, ниобат лития и некоторые другие, список которых весьма ограничен. 
Нехватка необходимых кристаллических материалов особенно ощущается для инфракрасной 
области спектра. В этой связи представляют большой интерес идеи, на основе которых воз-
можно было бы преодолеть эту трудность и существенно расширить список используемых мате-
риалов, путем использования различных гетерогенных сред. В последнее время уделяется боль-
шое внимание технологии синтеза наночастиц и исследованию оптических, акустических и 
электронных свойств метаматериалов на их основе [1–5].
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Акустооптические свойства метаматериалов
Пустовойт В.И.
006
Акустооптические и оптоакустические методы и устройства

Acousto-optic and Opto-Acoustic Methods and Devices

В настоящей работе исследуется возможность использования метасред для целей акустооп-
тики. Необходимое условие использования таких метаматериалов для акустооптики является 
то, что под действием распространяющейся в таком метаматериале звуковой волны, должно 
происходить изменение диэлектрической проницаемости (ДП) среды. Исходно однородная 
среда, обладающая малым акустооптичеким качеством, после введения металлических  
(или каких-либо других) наночастиц, становится материалом с высоким значением фотоупру-
гой постоянной. Механизм такого изменения ДП под действием звуковой волны состоит в сле-
дующем. Если в среде распространяется продольная звуковая волна, в которой образуются 
области сжатия и разрежения среды, то, очевидно, что из-за локального изменения концентра-
ции наночастиц будет происходить изменение ДП и показателя преломления среды.  
Это довольно общий случай, который относится к любым включениям, как симметричным, 
например, наношаров, так и несимметричным, например, эллипсоидам. Если же в среде распро-
страняется поперечная звуковая волна, которая сопровождается деформацией сдвига, не меня-
ющая объемную плотность наночастиц, то изменение показателя преломления для хаотически 
расположенных нано частиц происходить не будет. Однако для пространственно несимметрич-
ных наночастиц, например, эллипсоидов, оси симметрии которых пространственно ориентиро-
ваны, деформация сдвига будет приводить к некоторому повороту осей симметрии эллипсои-
дов, что приведет к изменению ДП и показателя преломления среды. Отметим также, что такая 
композитная обладает свойствами одноосного кристалла.

В качестве гетерогенной среды рассмотрим среду, образованную оптически прозрачным 
материалом с ДП me , в которую внедрены металлические или диэлектрические включения в 

виде эллипсоидов вращения, комплексная ДП которых равна
	 ' ''( ) ( ) ( )p p pie l e l e l= + . 

Здесь l  — длина волны света, зависимость от которой описывает дисперсию. Считается,  
что размер эллипсоидов вращения существенно меньше длины волны света и все они располо-
жены хаотически, но их главные оси вращения направлены в одном и том же направлении.  
В рамках модели Максвелла-Гарнетта такая среда описывается усредненной ДП среды e , кото-
рая удовлетворяет соотношению [1,2,5]
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где ( , )x th  — объемная доля включений — металлических наноэллипсоида вращения
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Здесь b  — полярная ось сфероида, a-малая экваториальная полуось эллипсоида вращения  
(сфероида), (r, )N t  — локальное число сфероидов в единице объема среды, L  — фактор деполя-

ризации, который может быть выражен через отношение полуосей a
bx =  для различных 

направлений внешнего поля

	

( )

2

2 2

arcsin 11 1 ,
1 1

1 1
2

L

L L

x
x

x x

^ ^

æ ö÷-ç ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷- ÷ç -è ø

= -



	  (2)

— для поля направленного вдоль и перпендикулярно оси вращения сфероида.
Случай 1x<  соответствует вытянутому эллипсоиду вращения, 1x>  — сплющенному,  

случай 1x =  соответствует шару (в этом случае 1/3L L^= =


). 
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Решая уравнение (1) относительно e  найдем явный вид ДП метасреды

	
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )
1 1

1 1

( )

( )1
m m p

m p

L L L

L L

e h e h h l

l

e
e

h e h e

^ ^ ^

^

^ ^

- + - + + + -
=

+ - + + -

  



 

 	  (3)

для электрического поля вдоль и поперек полярной оси эллипсоида вращения соответственно. 
Как видно из выражений (4) ДП среды представляет собой диагональный тензор с компонен-
тами 11 22 33, ,e e e e e^= º º



 остальные компоненты равны нулю.

Выражение (3) позволяют найти изменение ДП среды под действием звуковой волны. Рассмо-
трим случаи продольной и поперечной звуковой волны раздельно, поскольку механизмы изме-
нения ДП отличаются друг от друга.

1. Случай продольной звуковой волны
Будем считать, что продольная звуковая волна распространяется вдоль какой-либо осей сим-

метрии, например, оси x

	 0
1( , ) . .
2

i t ix t e k cW -= +q xu u , 	  (4)

где ( , )x tu  — амплитуда смещения среды в звуковой волне, W  — частота, q — волновой вектор 
звуковой волны. В продольной звуковой волне направления вектора ( , )x tu  смещения и волно-
вого вектора q совпадают. Акустические свойства среды считаются изотропными. Последнее 
означает, что модули упругости рассматриваемых несимметричных включений, по сравнению с 
матричной средой, таковы, что под действием упругой волны деформация их не происходит.  
В продольной звуковой волне происходит сжатие (растяжение) среды и поэтому локальная кон-
центрация наночастиц (шаров) изменяется по закону

	 2
0 0

4( , ) ( , ) ( ( , )).
3

x t x t a b N N x tp
h h h= + º +

 

 	  (5)

Здесь ( , )N x t


 — изменение концентрации под действием звуковой волны, 0 0,N h  — среднее по 

объему значение. Значение ( , )N x t


 нетрудно найти, если воспользоваться уравнением непре-

рывности для матричной среды

	 0
( , )

( ( , ) )=0,
dN x t

div x t N
dt

+ v  	  (6)

где ( , )x tv  — локальное значение вектора скорости среды под действием звуковой волны, кото-
рое может быть выражено через вектор амплитуды смешения среды ( , )x tu

		  ( , )( , ) .x tx t
t

¶
=

¶
uv

Из уравнения непрерывности следует выражение для относительного изменения локаль-
ного значения концентрации наночастиц

	 2 0
0

2( , ) . .
3

i t i q x

s

uix t a bN e k c
v

p
h W -W

= +


, 	  (7)

где sv q=W  — фазовая скорость звуковой волны в метасреде. Возможные дисперсионные свой-

ства упругой среды, связанные с разными упругими свойствами матрицы и нано включений 
здесь не рассматривается, полагая что, что поскольку размеры наночастиц много меньше длины 
волны звука, они не могут привести к значительной дисперсии. Соответствующие добавки к 
компонентам тензора ДП метасреды, обусловленные продольной звуковой волной следующие:
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( )2

0 0

1)( ( )) ( ( )

(1 ( (
,
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m p
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e e e e e
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

. 	  (8)



79

006

Акустооптические свойства метаматериалов

Физические основы приборостроения. 2015. Т. 4. № 2 (15)

Здесь система координат выбрана таким образом, что ось z совпадает с направлением главной 
(полярной) осью сфероида, оси x и y — в плоскости перпендикулярной главной оси сфероида.  
Для малых значений мнимых частей ДП включений из формул (3) можно получить уравнения 
Френеля, которые определят значения фазовых скоростей в произвольных направлениях рас-
пространения света. Заметим, что среда при выполнении неравенств e e^>



 соответствует 

оптически положительному кристаллу, при выполнении обратного неравенства отрицатель-
ному. Формула (4) позволяет получить обобщения на случай включений типа длинных иголо-
чек, a bx = ®¥ , или круглых чешуек, 0a bx = ® , но при этом необходимо помнить, что мас-
штаб включений должен удовлетворять условию x l , расстояние между частицами должно 
быть меньше длины волны света. Используя общепринятое определение фотоупругих постоян-
ных (см. [6]), как добавки к тензору непроницаемости среды, можно найти явный вид фотоупру-
гих постоянных для продольной звуковой волны при определенных направлений распростра-
нения света и звука

	
( )( ) ( ) ( )( )
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. 	  (9)

Здесь 61p  — фотоупругая постоянная для продольной звуковой волны, распространяющаяся 

вдоль малой оптической оси эллипсоида вращения; световая волна распространяется в том же 
направлении с поляризацией вдоль оси вращения эллипсоида, т. е. направления вдоль оси z.  
Аналогично из (9) можно получить значение фотоупругой постоянной 51p  с помощью формаль-

ной замены L L^®


. Рассматриваемая метасреда эквивалентна одноосному кристаллу, и поэтому 

имеется всего две независимых компоненты матрицы фотоупругих постоянных. (Обозначения 
61p , 51p  соответствуют общепринятым шестимерным представлениям. При малых концентра-

циях наночастиц из формул (3), (9) можно найти асимптотические значения фотоупругих посто-
янных и показателя преломления для соответствующих поляризаций световых волн
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	  (11)

Выражения (14), (15) показывают, что введение в матричную среду наночастиц с другим значе-
нием ДП изменяет оптические и акустооптические свойства среды.

Видно, что наибольшее изменение свойств среды будет при введении наночастиц с отрица-
тельным значением ДП, например, металлов. Поскольку, как это видно из формул (10), (11), 
условия возникновения резонанса как для ДП, так и для фотоупругих постоянных совпадают,  
то результаты исследования резонансных оптических свойств гетерогенных сред полностью 
могут быть перенесены на свойства фотоупругости [1, 2, 7]. Последнее относится также и к про-
блемам применимости формулы Максвелла-Гарнетта по определению ДП смеси (см. [2, 5]).
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2. Случай поперечной звуковой волны
Рассмотрим теперь случай поперечной акустической волны, когда амплитуда вектора 

смещения

	 ( )1( , ) exp . .
2

x t i t i k c= W - +0u u qx

перпендикулярна направлению распространения волны Звуковая волна распространяется 
по-прежнему вдоль направления x, так что деформации сдвига направлены вдоль оси y. Легко 
видеть, что эти деформации приводят к небольшому повороту наноэллипсоидов вращения 
вокруг оси z. Очевидно, что это малое изменение угла поворота da  может быть выражено через 
компоненту тензора деформации в виде /yu xda»¶ ¶ . Для определения постоянных фотоупру-

гости необходимо провести следующие операции с исходным тензором ДП композитной среды.
А. Осуществить поворот на некоторый угол a  вокруг оси x. Выбор оси x продиктован задан-

ным направлением распространения поперечной звуковой волны (направление x) и ее поляри-
зацией вдоль направления y. Поворот тензора осуществляется с помощью преобразования, так 
что тензор ДП в новой, повернутой системе будет

	 ( )
xx
pkik im mpx M M

aae a e
®®® = .	  (12)

где x
imM a®  — матрица поворота, 

x
plM

a®
 — транспонированная матрица (см. [6], гл. VI).

Предварительный поворот на некоторый угол необходим для того, чтобы в будущем была  
возможность выбрать оптимальное направления распространения и поляризацию световой 
волны, с тем чтобы константы фотоупругого взаимодействия были наибольшие (здесь речь  
идет о выборе направления распространения только в плоскости перпендикулярной направле-
нию оси z, что же касается общей 3-х мерной постановки выбора оптимального направления, то 
в этом случае необходимо пользоваться полным 3D преобразованием (12) и находить оптималь-
ные направления распространения в 3-х мерном пространстве)

В результате операции (12), т. е. поворота тензора ДП вокруг оси x, получим выражение для 
тензора ДП среды
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æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷æ öç - ÷÷ç ç ÷÷ç® = + - ç ÷÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç è ø ÷ç ÷ç ÷ç ÷æ öç ÷- ÷ ÷ç ç ÷ ÷ç - -ç ÷ ÷ç ç ÷ ÷÷ç ÷ç è øè ø







 

. 	  (13)

Видно, что тензор ДП содержит необходимые недиагональные компоненты, которые ответ-
ственны за взаимодействие световых волн, распространяющихся вдоль направления x, вектора 
поляризации которых направлены вдоль осей z и y. Фазовые скорости этих волн различны и 
поэтому необходимое условия коллинеарного взаимодействия света и звука выполняются.

Б. Следующий шаг состоит в следующем. Звуковая волна вносит небольшую добавку в угол 
поворота a  и поэтому в выражении (13) для полученного значения тензора ДП необходимо про-
извести формальную замену

	
( , )yu x t
x

a a
¶

® +
¶

.

Тогда, как легко видеть, тензор ДП среды претерпит некоторые изменения и будет уже явно 
зависеть от амплитуды поперечной звуковой волны.



81

006

Акустооптические свойства метаматериалов

Физические основы приборостроения. 2015. Т. 4. № 2 (15)

В. Для явного определения компонент тензора фотоупругости необходимо найти обрат-
ный тензор

	
1

( )y
ik ik

u
x

x
J e a

-æ ö¶ ÷ç ÷= ® +ç ÷ç ÷÷ç ¶è ø

и затем разложить его в ряд по тензору деформации в звуковой волне. Выделяя компоненты, 
пропорциональные тензору деформации в звуковой волне, получим значения фотоупругих 
постоянных для поперечной звуковой волны
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e e e e
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	  (14)

Для поперечной акустической волны, поляризованной вдоль оси z, отличными от нуля будут 
следующие фотоупругие постоянные 45 46 25 26 35 36, , .p p p p p p= = =  Полученное выражения 

для фотоупругих постоянных зависит от концентрации наночастиц (в данном случае эллипсои-
дов вращения), от их геометрии и диэлектрических свойств материала из которого они сделаны. 
Видно также, что формула (14) позволяет найти такой угол a , для которого значение константы 
будет иметь наибольшее значение. Например, для 46p  этот угол будет

	 2 1 1 , 0, 1, 2,...
4 8

k ka p
æ ö+ ÷ç= - = ± ±÷ç ÷÷çè ø

.

Для металлических наночастиц ДП e^  комплексная величина, а поэтому и константа фотоупру-

гости также является комплексной величиной и, как и само значение ДП композитной среды, 
допускает возможность появления резонансов на определенных значениях длин волн света [1]. 
(Такую важную для практики задачу целесообразно исследовать уже для конкретной композит-
ной среды). В теории дифракции света на звуковых волнах комплексность константы фотоупру-
гости не вносит существенных изменений, поскольку в интенсивность продифрагированного 
излучения всегда входит квадрат модуля этой константы [6,8]. Отметим также что для обычных 
кристаллических сред константы фотоупругости, получаемые из опыта, всегда считаются чисто 
действительными величинами. Из выражения (14) также следует, что для симметричных нано-
частиц, например наношаров, эта константа тождественно обращается в нуль, и поэтому диф-
ракция на поперечных акустических волнах невозможна.

3. Случай продольной звуковой волны при наклонном положении  
эллипсоидов вращения
Осуществим поворот тензора (3) вокруг оси y на угол b  и на угол g  вокруг оси z. (Заметим, 

что операции поворота не обладают свойствами коммутативности и поэтому важна последова-
тельность операций поворота). Затем найдем обратное значение полученного тензора ДП среды.  
Эти компоненты тензора непроницаемости будут
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 	  (15)

где x, y, z — это новая, повернутая система координат. Используя полученные выражения (15)  
и разложение (7), нетрудно найти явный вид всех компонент тензора фотоупругости для  
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этой пространственной ориентации метасреды, приведем только наиболее важную компоненту  
фотоупругости, ответственную за связь световых волн, распространяющихся в одном и том же 
направлении и отвечающих за коллинеарную дифракцию

	

0

2
14 41 0

4 sin2 cos
3

p p a b N
h h

e ep
b g

h e e
^

^
=

æ ö-¶ ÷ç ÷ç= = ÷ç ÷ç¶ ÷è ø





. 	  (16)

Далее могут быть найдены оптимальные условия, при которых взаимодействие коллинеарных 
световых волн оказывается наиболее сильным.

4. Дифракция на аподизованной композитной структуре
Анизотропные композитные структуры, в отличие от обычных кристаллов, допускают любое 

пространственное распределение наночастиц. Это открывает новые возможности по реализа-
ции особых режимов дифракции, которые невозможны в кристаллах с однородными свойствами. 
Анализ явления дифракции на неоднородной звуковой волне показывает, что в определенных 
случаях возможно создание условий, когда интенсивности побочных максимумов дифракции 
будут существенно ослаблены или вообще отсутствуют. Известно, что причина возникновения 
побочных максимумов, например, при коллинеарной дифракции света на звуковых волнах, 
заключается в наличии границ при распространении света, или (другими словами) конечности 
звукового луча вдоль направления распространения света. Анализ условий дифракции на неод-
нородной звуковой волне, проведенный в [9–12], показал, что подходящей аподизацией звуко-
вого пучка возможно достичь значительного подавления побочных максимумов дифракции. 
Условие необходимой аподизации сводится к тому, чтобы амплитуда звуковой волны и ее произ-
водные на границах области взаимодействия были малы или равны нулю (подробнее см. [9,12]). 
Осуществить эти условия с помощью вводимых из -вне звуковых волн достаточно сложно и 
поэтому этот режим дифракции пока не реализован на практике. Совершенно иная ситуация 
имеет место в композитных средах, когда путем изменения пространственного распределения 
введенных наночастиц возможно любое наперед заданное распределения константы фотоупру-
гости, ответственной за взаимодействия светового излучения со звуковой волной. В качестве 
примера рассмотрим отражение света от изотропной композитной среды, когда тензор ДП (3) 
может быть представлен в наиболее простом виде

	 ( )0
1( , ) exp . .
2

x t i t iqx k ce e e w= + D - +

и уравнения, описывающие дифракцию световых волн будут

( ) ( )
*

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
sin2 exp , sin2 exp .

2 2
y z

z y

x x x xdE dEi k i kx E i k i kx E
dx dx

e e e e
a a^ ^

æ ö æ ö- -÷ ÷ç ç÷ ÷=- D = -Dç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
   	  (17)

Здесь yE , zE  — амплитуды световых волн падающей и отраженной от композитной среды,  

0k  — волновой вектор излучения, для которого выполняются условия точного синхронизма. 

Уравнения (17) описывают две волны, распространяющиеся навстречу друг другу, точное 
выполнение для которых условий синхронизма (условия Брэгга) имеют вид 02 0k k qD = - = . 

Для других случаев коллинеарной дифракции см. [8]. Если изменение ДП среды под действием 
звуковой волны не зависит от x, то распределение интенсивности световой волны в зависимо-
сти от величины расстройки (или длины волны светового излучения) представляет собой функ-
цию, которая помимо центрального плато имеет большое количество побочных максимумов. 
Если же распределение нано частиц в области взаимодействия света со звуковой волной описы-
вается чисто действительной функцией
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то, как можно показать численными методами (см. [11]), побочные максимумы практически 
полностью отсутствуют. Реализовать пространственное распределение, описываемое формулой 
(18) с помощью бегущей звуковой волны возможно лишь на очень короткое время, когда аподи-
зованная звуковая волна заполнит ту часть объема кристалла, в которой происходит взаимодей-
ствие между светом и звуком, и поэтому дифракция без побочных максимумов может существо-
вать лишь весьма короткое время. Совершенно иная ситуация возникает в метаматериале, когда 
неоднородное распределение по формуле (18) может быть реализовано с помощью соответству-
ющего распределения наночастиц. Например, весьма интересная ситуация возникает при 
выполнении условия точного синхронизма, когда 0kD = . В этом случае система (17) имеет про-
стое аналитическое решение
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где 1C , 2C - произвольные постоянные. Удовлетворение граничным условиям

	 0( 0) , ( ) 0y zE x E E x L= = = =

приводит к значениям
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из которых следует, что при выполнении условия

	
0

( ) 0
L

x dxeD =ò  	  (20)

аподизованная система становится полностью прозрачной, поскольку
		  0

0( ) , ( 0) 0rE x L E E x= = = = .

Таким образом, аподизованная структура, удовлетворяющая требованию пространственного 
распределения (20) для оптического излучения является полностью прозрачной. Этот резуль-
тат относится к волнам, удовлетворяющим точным условий синхронизма. Неоднородное рас-
пределение наночастиц, конечно, приводит к некоторому нарушению условий синхронизма и 
поэтому такая структура не будет полностью прозрачной. Однако, подбором соответствующего 
распределения наночастиц и ( )xeD  прозрачность такой среды может быть высокой. Необходимо 
отметить, что этот результат относится к средам без поглощения, т. е. Im Im 0.m pe e= =

Выше рассматривались метасреды с включениями, у которых магнитная проницаемость 
равна единице. Однако ясно что, абсолютно аналогичная ситуация будет и с магнитными 
включениями и с включениями более сложной геометрической формы. Использование вклю-
чений наночастиц со сложной формой (например, различных спиралей, см. [4]) и с особыми 
магнитными, диэлектрическими и проводящими свойствами открывает широкие возможно-
сти по созданию качественно новых акустооптических приборов. В отличие от обычных кри-
сталлов для метасред не существует ограничений по размерам среды, поэтому открываются 
широкие возможности по созданию устройств для инфракрасной области спектра. Это, как 
известно, при использовании обычных кристаллов вызывает определенные трудности. 
Нахождение констант фотоупругости для метаматериалов по-видимому, единственный при-
мер, когда значения фотоупругости можно найти теоретически. Как правило, их значения 
определяются из эксперимента

Выше нигде не конкретизировался комплексный характер нановключений, полагая что это 
следует делать, как и в работе [1], уже для конкретного типа метематериала, например, для 
серебра или золота (см. [1,2,7]). Однако, ясно, что помимо комплексности ДП включений, кото-
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рая не вносит никаких трудностей при решении задачи дифракции света на звуковых волнах в 
метасреде, существенным может оказаться временная (частотная) и/или пространственная 
дисперсия нановключений. При этом также ясно, что возникает частотная (а в некоторых слу-
чаях и резонансная) зависимость величин фотоупругости от длины волны света. Эта особен-
ность может оказаться весьма полезной при проектировании конкретных приборов на основе 
метаматериалов. Что же касается учета пространственной дисперсии нановключений и возмож-
ностей возникновения различных геометрических резонансов, то этот вопрос требует отдель-
ного рассмотрения.

Заключение
1.	 Введение в матричную среду наночастиц, диэлектрическая проницаемость которых отлича-

ется от ДП матричной среды, приводит к появлению у метасреды фотоупругих постоянных 
для продольных звуковых волн. Механизм возникновения фотоупругих постоянных — это 
локальное изменение концентрации наночастиц.

2.	 Введение несимметричных наночастиц в матричную среду и создание их пространствен-
ного упорядочения, приводит к появлению фотоупругих постоянных для поперечных аку-
стических волн. Механизм возникновения фотоупругости — это локальное изменение упо-
рядоченности наночастиц (т. е. поворот) под действием деформации сдвига в поперечной 
акустической волне.

3.	 Неоднородное распределение наночастиц в матричной среде позволяет осуществить осо-
бые условия для коллинеарной дифракции света на звуке и, как следствие, создать акусто-
оптические устройства и приборы с уникальными свойствами:

●● перестраиваемые фильтры оптического излучения без побочных максимумов 
пропускания,

●● устройства временного сжатия (растяжения) во времени частотно-модулированных 
световых импульсов,

●● осуществить управление передаточной функцией акустооптических устройств.

4.	 Акустооптика на основе гетерогенных сред открывает широкие возможности создания 
устройств для ИК и террагерцовой техники, недоступные обычным кристаллам.

5.	 Теоретическое определение фотоупругих постоянных, с точки зрения теории твердого тела, 
представляет собой один из немногих примеров, когда теоретически удается найти в явном 
виде значение фотоупругих постоянных. В случае обычных кристаллов значения фотоупру-
гих постоянных находят из экспериментальных измерений.

6.	 Анализ оптических свойств неоднородных гетерогенных сред позволяет понять и,  
возможно, объяснить особенности механизмов цветового зрения живых организмов  
(птиц, насекомых, рыб и др.) их поляризационных особенностей зрения, цветовой аккомо-
дации и т. п.

Работа выполнена при поддержке грантов Российского фонда фундаментальных исследова-
ний № 15–08–08696 А и № 13–02–12210 ОФИ-М.
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Акустооптические свойства метаматериалов

Acousto–Optical Properties of Metamaterials
V. I. Pustovoit

1.	 Introduction of nanoparticles, dielectric constant of which differs from matrix medium dielectric 
constant, to matrix medium, results in occurrence of meta medium photoelastic constants  
for longitudinal sound waves. Mechanisms of photoelastic constants occurrence is a local variation 
of nanoparticles concentration.

2.	 Introduction of asymmetrical nanoparticles to matrix medium and making them
3.	 spatial ordering leads to the appearance of photoelastic constants for transverse acoustic waves. 

Mechanism of photoelsticity occurrence is a local variation in the ordering of nanoparticles  
(i. e. rotation) under the influence of shift deformation in the transverse acoustic wave.

4.	 Inhomogeneous distribution of nanoparticles in matrix medium allows to perform specific conditions 
for collinear diffraction of light on sound and, consequently, to create acousto–optic devices and 
instruments with unique properties:

●● optical radiation tunable filters without lateral transmission maxima,
●● temporal compression (expansion) devices in the time of frequency-modulated light pulses,
●● control acousto-optic devices transfer function.

5.	 Acousto-optics based on heterogeneous medium opens up wide opportunities of creating devices 
for IR and terahertz engineering, inaccessible for ordinary crystals.

6.	 The theoretical determination of photoelastic constants, in terms of the theory of solids is one of the 
few examples when it is theoretically possible to find in explicit form the value of photoelastic 
constants. In the case of ordinary crystals photoelastic constants values are found from experimental 
measurements.

7.	 The analysis of inhomogeneous heterogeneous media optical properties allows us to understand 
and perhaps explain the mechanisms of color vision characteristics of living organisms (birds, 
insects, fish etc.), their polarization characteristics of view, the color accommodation, etc.
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Аннотация
Показано, что спектрометры на основе перестраи-
ваемых акустооптических фильтров, обеспечиваю-
щие произвольный спектральный доступ и способ-
ные реализовать метод фрагментарной спектраль-
ной регистрации, требуют специализированных 
методов обработки и анализа спектральных дан-
ных. Сформулированы требования к таким мето-
дам и  описаны способы реализации. Представлено 
разработанное на этой основе методическое и про-
граммное обеспечение, впервые обеспечивающее 
работу со спектрами самого общего вида (сплош-
ными, дискретными, полосатыми).

Ключевые слова: акустооптические спектроме-
тры, фрагментарная спектральная регистрация, 
произвольная спектральная адресация, обработка 
спектров

Abstract
It is demonstrated that random-spectral-access 
spectrometers based on acousto-optical tunable 
filters, which are capable to implementation of 
fragmentary spectrum registration technique, need 
some special methods for spectral data processing 
and analysis. Basic requirements for such methods 
are stated and principle ways of realization are 
described. The systematic approach and 
corresponding software are developed to process 
spectra of the most general form (continuum, 
discrete, and band spectra).

Key words: acousto-optical spectrometers fragmentary, 
spectral registration, random spectral access, spectra 
processing
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Введение
Акустооптические (АО) спектрометры отличаются возможностью доступа в любую точку спек-

тра за одно и то же время благодаря свойству произвольной спектральной адресации [1].  
Соответственно для таких приборов алгоритм непрерывного сканирования не является един-
ственным, а потому во многих случаях имеет смысл использование выборочных измерений, когда 
регистрируются только важные элементы спектра. Эта идея реализована в методе фрагментарной 
спектральной регистрации [2–4]. Для таких спектров, не являющихся сплошными, классические 
инструменты обработки и анализа данных, ориентированные на непрерывные функции, явля-
ются неэффективными. Поэтому необходимо особое методическое и программное обеспечение 
(МПО). В работе сформулированы проблемы, которые требуется для этого решить, предложены 
способы их решения и представлено разработанное МПО. Описаны основные его свойства, необхо-
димые в задачах обработки и анализа спектров, регистрируемых АО спектрометрами.

1. Проблема обработки несплошных спектров
Среди операций обработки спектров безусловно необходимыми являются сложение, вычи-

тание, деление, которые используются для сравнения, усреднения, нормировки спектров.  
В общем случае каждый спектр описывается двумерным множеством точек { , }i ix y , max1...i i= , 

где õ  — спектральная координата (длина волны, оптическая частота), а у — амплитуда сигнала.
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Суммирование и другие указанные бинарные арифметические операции определены только, 
если множества спектральных точек во всех спектрах совпадают I II

i ix x= ; тогда I II
i i iy y yS = + .  

В общем случае эти спектры заданы на разных множествах спектральных точек { } { }I II
i ix x¹  и 

это создает проблему приведения к общему множеству.
Причины несовпадения могут быть разными: различие диапазонов измерения; отсутствие в 

спектрах каких-то отдельных линий или интервалов, которые представлены в другом спектре; 
разное количество точек в одном и том же интервале. Даже в том случае, когда оба спектра 
заданы в одном и том же диапазоне и имеют одинаковое количество точек, сами точки могут не 
совпадать: например, в одном точки расположены равномерно по длинам волн λ, а во втором по 
оптическим частотам 1/n l= .

Более того, для АО спектрометра воспроизводимость множества точек спектра не может быть 
гарантирована даже в случае двух последовательных идентичных измерений. Это обусловлено тем, 
что для спектральной селекции света в АО спектрометре используется динамическая дифракцион-
ная решетка, создаваемая ультразвуковой волной в рабочем кристалле. Выделяемая длина волны 
определяется частотой возбуждаемого ультразвука f  по формуле / fl a= , где ( )Ta  — эффектив-
ный коэффициент, определяемый характеристиками кристаллической среды, которые в любом 
случае имеют некоторую зависимость от температуры среды T . Поэтому даже в том случае,  
когда задан один и тот же набор управляющих частот ультразвука { }if , ему могут соответствовать 

различающиеся множества длин волн i{ ( )}Tl , если температура прибора изменилась.

В классических спектрометрах проблема совместной обработки двух спектров встречается, 
когда их области регистрации ( minl , maxl ) не совпадают (см. рис. 1).

 

1 
1 

2 

2 2a 

3 

3 

x 

y 

A B 

Рис. 1. Приведение к общей области определения непрерывных спектров: 
1,2 — складываемые спектры, 2а — экстраполируемый участок, 3 — суммарный спектр;  

A — отрезание интервала спектра 1, B — экстраполяция спектра 2.

В этом случае обычно ограничивают результирующий спектр областью пересечения интерва-
лов. Однако в тех случаях, когда можно обоснованно экстраполировать спектры за пределы изме-
ренного интервала (например, константой или нулем), получают более широкий спектральный 
интервал, сохраняя в результирующем спектре важные особенности одного из слагаемых.

В случае сложения дискретных спектров число вариантов существенно возрастает. Основные 
из них приведены ниже и отображены на рис. 2. 

А. { } { } { }I II
i i ix x xS

=  . Область определения результирующего спектра составляют общие 

точки спектров. Это наиболее обоснованный способ, но он не годится, если спектры не имеют 
общих точек. Последнее может случиться даже в том случае, если изначально задано одно и то 
же множество измеряемых точек: даже небольшое смещение шкалы возникающее, из-за 
нагрева прибора между сериями измерений, делает множества I

ix  и II
ix  непересекающимися.



88

Кутуза И. Б., Пожар В. Э., Шерышев А. Е., Шулепко Н. М.

Акустооптические и оптоакустические методы и устройства

Рис. 2. Приведение к общей области определения дискретных спектров: 
1,2 — перемножаемые спектры I

iy , II
iy  (маркерами отмечены множества измеренных точек); 

3 — результирующий спектр I II
i i iy y yS = × ; A – D — приведенные по разным алгоритмам 

множества точек: A — { } { } { }I II
i i ix x xS

=  , B — { } { } { }I II
i i ix x xS

=  , C { } { }II
i ix xS

= ,  

D — { } { }i mx xS
= , E — произвольно выбранное множество.

В. { } { } { }I II
i i ix x xS

=  . В область определения суммарного спектра входят все точки обоих 

складываемых спектров. В таком случае, очевидно, должна быть проведена интерполяция и 
экстраполяция каждого спектра на множество точек другого спектра. В этом варианте, однако, 
число точек спектра существенно возрастает: например, в приведенном примере сложения 
одинаковых, но смещенных спектров число точек удваивается.

C. { } { }II
i ix xS

= . В этом случае один спектр отображается (интерполируется) на область опре-

деления другого. Это оправдано сделать, если интерполируемый спектр гладкий, так что 
область задания не играет для него принципиального значения.

D. { } { }i mx xS
= , где 0mx x m x= + D , 0...m M= . В этом подходе задается область спектра 0( , )Mx x , 

на которой задается сетка с шагом xD . Границы области могут выбираться так же, как в клас-
сическом методе — исходя из степени перекрытия областей измерения двух спектров.  
Этот способ удобен тем, что дальнейшие спектры, используемые при числовой обработке, 
можно отображать на эту сетку. В случае акустооптических спектрометров, кроме того, имеется 
физически обоснованный шаг, связанный с разрешением АО фильтра [3–5].
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E. { }ix S  — произвольно заданное множество. В самом общем случае область определения 

может выбираться из соображений, диктуемых решаемой задачей.
Таким образом, при использовании АО спектрометров даже рутинная обработка данных 

спектральных измерений, включающая такие операции, как накопление с усреднением, вычи-
тание фона, обнаружение изменений в спектре, нормировка, требует решения проблемы при-
ведения спектров к единому множеству спектральных точек. Эта проблема должна быть 
решена не только методически, но и программно, т. е. обеспечить возможность осуществления 
всех типов преобразований спектра, указанных выше.

2. Проблема отображения дискретных и кусочных спектров
Вторая проблема регистрируемых фрагментарных спектров заключается в том, что изме-

ренные информативные элементы спектра расположены неравномерно, часто относительно 
далеко друг от друга. Поскольку за исключением рутинных задач анализ спектров начинается 
с их визуального изучения, позволяющего использовать эвристические методы, важно реали-
зовать возможность детального анализа всех особенностей спектра.

В рассматриваемом случае, однако, традиционное панорамное ( )min max,l l  отображение изме-

ренных точек и участков спектра на графике ( )S l  становится неэффективным, поскольку боль-
шая часть графика не несет информации. В качестве примера можно рассмотреть случай регистра-
ции нескольких узких линий, расположенных на разных краях рабочего диапазона спектрометра. 
В панорамном отображении затруднительно анализировать форму и структуру линий, которые 
часто несут важную физическую информацию. А в укрупненном масштабном представлении на 
экране можно отобразить только одну из них. Если, например, эти линии представляют одно 
вещество, то информация, содержащаяся в их форме, коррелированна, а, следовательно, их необ-
ходимо анализировать вместе. Эта проблема может быть решена путем представления спектра в 
виде совокупности интервалов спектра, отображающих значимую информацию (рис. 3).

а)

б)

Рис. 3. Классическое (а) и оптимизированное (б) представление фрагментарного спектра.

Еще одна причина актуальности этой проблемы состоит в том, что число пикселей на экране 
типичного монитора не превышает 2000 точек, что иногда оказывается меньше числа точек в 
спектрах современных АО спектрометров. Это в любом случае не позволяет полностью отобра-
зить спектр. Поэтому удобство и качество отображения спектральной информации, которое 
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обеспечивает программный интерфейс, непосредственно может отражаться на скорости и точ-
ности решения практических задач, в которых используются спектральные методы анализа.

3. Генерация алгоритмов
Кроме двух вышеперечисленных требований, специфичных для спектрометров с произволь-

ной спектральной адресацией, программно-методическое обеспечение должно отвечать некото-
рым требованиям, относящимся к любым спектрометрическим приборам. Поскольку список пре-
образований, выполняемых со спектральными данными, включает операций как алгебраического, 
так и логического характера, все они должны присутствовать в программе обработки данных.

Также принципиально важным свойством является возможность создания сложных функций и 
процедур. Это обусловлено, в частности, тем, что для решения однотипных задач используются 
одинаковые алгоритмы обработки, включающие в себя элементарные операции такие, как усред-
нение, сглаживание, вычитание фона, нормировка, логарифмирование и др. Соответственно, объ-
единение их в одну процедуру позволяет упростить и ускорить скорость анализа, освободить 
исследователя от выполнения трудоемких действий, существенно снизить риск ошибок.

Для этого необходимы средства интеграции, которые могут быть реализованы, например,  
в виде языка базовых операций. Естественным условием эффективности этого подхода явля-
ется достаточная простота языка. Одним из способов выполнения этого требования является 
автоматическая (фоновая) генерация кода выполняемой последовательности действий, опи-
сывающая сценарии (алгоритмы) обработки.

4. Программная реализация
В работе разработано и реализовано программное обеспечение (ПО), отвечающее трем  

рассматриваемым выше специфическим требованиям.
Разработанное ПО включает три соответствующих группы средств:

1.	 средства работы со спектральными данными, включая средства их математической 
обработки и преобразования;

2.	 средства отображения графической спектральной информации;
3.	 среда для создания и исполнения сценариев процедур обработки данных.

Средства математической обработки данных включают следующие составляющие:
●● специализированный математический модуль, обеспечивающий приведение спектраль-

ных данных к виду, обеспечивающему возможности выполнения бинарных арифметиче-
ских операций;

●● математический аппарат, позволяющий проводить алгебраические операции (сложение, 
вычитание, деление и др.) над спектрами;

●● аппарат специальных и логических преобразований, позволяющий проводить ряд опера-
ций логического (сравнение) и неалгебраического (сдвиг, фильтрация) характера;

●● модуль калибровки для получения и дальнейшего использования данных, необходимых 
для обработки спектров.

Средства визуального представления спектральных данных (графиков) реализованы в сле-
дующем виде. В поле графического представления спектров имеется возможность просматри-
вать как панорамное изображение спектра, так и его отдельных частей, причем сразу несколь-
ких. При этом эти части могут рассматриваться как единый компактный образ спектра (из кото-
рого удалены неинформативные части), так и независимо с возможностью изменять масштабы 
каждой отдельной части. Но в любом случае при проведении операций над спектрами все ука-
занные части обрабатываются вместе как элементы единого спектра. Тем самым решается про-
блема обеспечения возможности визуального эвристического изучения спектров.

Такое эффективное использование поля графического представления спектров позволяет 
выделить в интерфейсной части программы отдельную постоянно доступную область экрана, 
обеспечивающую и сопровождающую процесс обработки и анализа спектров. Эта область 
содержит перечень обрабатываемых спектров, список доступных операций и другую необходи-
мую вспомогательную информацию (рис. 4).
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Рис. 4. Вид и структура программного интерфейса: 1 — информационная  
и управляющая часть окна. 2 — поле графического представления спектров.

Реализованная в ПО среда для создания и исполнения сценариев автоматизации позволяет соз-
давать произвольные последовательности выполняемых операций. Механизм создания сцена-
риев активируется вручную и работает в фоновом режиме, составляя в соответствии  
с проводимыми операциями шаблон процедуры обработки. Сам шаблон представляет собой тек-
стовый файл в виде последовательности строк, а потому может быть в дальнейшем отредактиро-
ван вручную. При отладке и тестировании записанный сценарий может выполняться программ-
ным интерфейсом в пошаговом режиме с визуальным контролем выполняемых операций.  
Отлаженный сценарий может быть сохранен в банк сценариев и для дальнейшего использования.

Благодаря последовательному логическому структурированию функционала программного 
пакета удалось в значительной степени оптимизировать архитектуру приложения и сохранить 
(зарезервировать) возможность модификации и дальнейшего расширения функционала без 
необходимости изменения его внутренней структуры. Важным элементом разработанного ПО 
является универсальная модель данных, позволяющая программному обеспечению быть неза-
висимым от типа и формата источника входных данных.

Интерфейсная часть приложения реализована с использованием кроссплатформенной 
библиотеки “Qt”, позволяющей обеспечить работу программного продукта в различных опера-
ционных системах.

Представленное программное обеспечение является не только гибким и эффективным 
инструментом для автоматизации обработки и распознавания спектров, но и средством про-
ведения научных исследований.

Заключение
Впервые решена проблема создания средств обработки оптических спектров самого общего 

вида (заданных на произвольном множестве точек), которые возникают при выборочной спек-
тральной регистрации с помощью спектрометров с произвольной спектральной адресацией.
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Разработано специализированное методическое и программное обеспечение для анализа 
дискретных и кусочно-непрерывных функций. Оно обеспечивает выполнение математических 
операций над такими функциями и визуального представления их в различных режимах.  
Процедура обработки данных реализована в виде специализированной среды, позволяющей 
создавать сложные функции обработки (сценарии).
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Processing and analysis of spectra,  
detected with acousto–optical spectrometers

I. B. Kutuza, V. Ed. Pozhar, A. E. Sheryshev, and N. M. Shulepko 

A problem of optical spectra processing for the spectra of the most general form, which are 
defined at individually specified sets of spectral points, is considered and solved. The problem is 
urgent for random-spectral-access spectrometers, in particular for spectrometers based on acousto-
optical tunable filters (AOTFs).

We resolve the following key issue: how to perform binary arithmetical operations (summation, 
subtraction, division), which are necessary for spectra comparison, averaging, normalization.  
It is demonstrated that there is no universal satisfactory procedure to reduce two spectra to the 
same spectral point ensemble. Therefore, five alternative approaches were suggested and discussed: 
1) selection of the common points of the spectra; 2) use of the total aggregation of points; 3) mapping 
of a spectrum to the point set of the other spectrum; 4) specification of the equidistant grid of 
points; 5) valid definition of arbitrary set.

Another important problem, which concerns the spectra sparseness, was eliminated with new 
approach to spectra displaying: all the uninformative elements of the spectrum are removed in the 
graph. Such a refined representation of all the details of the spectrum makes convenient a visual 
heuristic analysis of the spectral information.

Besides, a simple and intuitively obvious script language is implemented for spectra processing, 
which permits easy generation and fine-tuning of the complex multi-stage procedures including 
algebraic and logical operations.
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