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﻿

Родился в г. Харькове в рабочей семье. Трудовую деятельность начал в 1957 г. слесарем-мон-
тажником кафедры теории авиадвигателей Харьковского высшего инженерно-военного авиаци-
онного училища. После успешного окончания в 1963 г. радиофизического факультета Харьков-
ского госуниверситета им. А. М. Горького Виктор Филиппович работал ассистентом на кафедре 
радиоизмерений. С 1964 по 1967 г. — аспирант Харьковского института горного машиностроения, 
автоматики и вычислительной техники (ныне Харьковский национальный университет радиоэ-
лектроники им. М. К. Янгеля). В 1968 г. успешно защитил кандидатскую диссертацию. С 1969 по 
1978 г. работал старшим преподавателем, доцентом кафедры теоретической и математической 
физики инженерно-физического факультета Харьковского политехнического института  
им. В. И. Ленина; начальником отдела теоретической и математической физики Харьковского 
государственного НИИ метрологии. В 1982 г. Виктор Филиппович переведен на работу в НПО точ-
ных приборов (г. Москва), где до 1993 г. являлся начальником сектора и Ученым секретарем 
института. С 1993 г. по настоящее время — сотрудник ИРЭ им. В. А. Котельникова РАН. В 1985 г. 
Виктор Филиппович защитил диссертацию на соискание ученой степени доктора физико-мате-
матических наук. В 1989 г. присвоено звание профессора. В. Ф. Кравченко — крупный специа-
лист в области системного анализа современных информационных технологий, приклад-
ной математики и информатики, вычислительных методов, цифровой обработки сигналов 
и изображений, радиофизики. Большому кругу специалистов, как в России, так и за рубежом, 
известны его оригинальные работы по развитию и обобщению метода R–функций (функции 
В. Л. Рвачева), нашедшего широкое применение при расчете различных физических полей для 
объектов сложной формы. Им разработана и внедрена в бортовые и наземные системы специ-
ального назначения методология построения математических моделей, алгоритмов, относя-
щихся к вопросам обработки пространственно-временных полей (ПВП), построению радиотехни-
ческих и радиометрических систем для их обработки. Проведен цикл исследований по влиянию 
статистически неоднородной среды распространения на качественные показатели измеритель-
ных радиосистем, оптимизацию обработки сигналов с учетом этого влияния, обработки физиче-
ских полей в системах дистанционного зондирования подстилающих поверхностей (ПП) на 
основе анализа радиолокационной и радиометрической информации при определении электро-
динамических параметров. Эти результаты изложены в монографиях: «Дистанционное зонди-
рование неоднородных сред». М.: Машиностроение, 1991; «Цифровая обработка сигналов и 
изображений в радиофизических приложениях». М.: Физматлит, 2007; «Статистическая тео-
рия радиотехнических систем дистанционного зондирования и радиолокации». М.: Физмат-
лит, 2008. Виктор Филиппович развил и впервые применил математический аппарат атомарных 
функций (АФ) к построению новых весовых функций (окон) для цифровой обработки сигналов, 
изображений. Сумел найти решение совместного использования теории АФ и теоретико–число-
вых методов. Предложенный новый гибридный метод является существенным шагом вперед по 
сравнению с традиционными методами и может рассматриваться в качестве общей теории циф-
ровой обработки. Впервые применил теорию АФ к решению задач физической электроники, ана-
лиза и синтеза антенн, включая фрактальные антенны. Полученные результаты изложены в 
монографиях: «Лекции по теории атомарных функций и некоторым их приложениям».  
М.: Радиотехника, 2003, «Конструктивные методы аппроксимации в теории антенн».  
М.: Сайнс–Пресс, 2005, «Алгебра логики, атомарные функции и вейвлеты в физических при-
ложениях». М.: Физматлит, 2006. Развитый и обоснованный Кравченко новый тип эквивалент-
ных граничных условий позволил существенно расширить круг научных проблем, возникающих 
при решении краевых задач электродинамики сверхпроводящих структур. По данному направле-
нию в течение 1988–2004 гг. опубликован оригинальный цикл работ, который не имеет аналогов, 
как в России, так и за рубежом. Результаты этих исследований отражены в монографии «Электро-
динамика сверхпроводящих структур. Теория, алгоритмы и методы вычислений». М.: Физ-
матлит, 2006. Среди основных научных достижений В. Ф. Кравченко можно особо выделить 
следующие:

●	 решение на основе теории R–функций краевых задач электродинамики, теплопрово-
дности, акустики для областей сложной формы, а также решение проблемы, связанной 
с построением координатных последовательностей для основных вариационных и про-
екционных методов, краевых условий различных типов и областей сложной формы;
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●	 создание при помощи R–функций автоматизированных систем программирования для 
решения краевых задач, расчета и оптимизации различных физических полей кон-
струкционно-компоновочных схем космических аппаратов и их составных частей;

●	 установление нового типа эквивалентных граничных условий (задачи третьего рода)  
и решение нового класса внутренних и внешних задач электродинамики сверхпрово-
дящих структур, что позволило построить теорию сверхпроводящих резонаторов и  
разработать эффективные методы уточнения фундаментальной физической кон-
станты — скорости света;

●	 создание новых физические моделей электродинамических и тепловых полей, позволя-
ющих решать задачи радиолокационного и радиотеплового картографирования  
с помощью космических систем, а также создание новых математических методов моде-
лирования физических процессов в задачах дистанционного зондирования Земли;

●	 построение теории цифровой обработки одномерных и многомерных сигналов различ-
ной физической природы на основе АФ; установление связи между теоретико-число-
выми методами и теорией АФ; синтезирование новых классов одномерных и многомер-
ных весовых функций (окон);

●	 впервые на основе АФ получено обобщение рядов Котельникова, построен и обоснован 
новый класс WA-систем функций; решены задачи анализа и синтеза антенн, решены 
задачи оптимального управления и оптимизации физических параметров широкого 
класса приборов физической электроники

●	 предложен новый класс атомарно-фрактальных функций, позволивший построить тео-
рию фрактальных антенных решеток.

●	 впервые получен ряд фундаментальных результатов, развивающих теорию и методы 
оптимальной обработки пространственно-временных сигналов (ПВС) в рамках кон-
цепции поиска оптимальных оценок их физических характеристик и связанных с ними 
параметров электродинамических и регрессионных моделей рассеяния и радиотепло-
вого излучения электромагнитных волн различными объектами, а также природными 
средами на основе современной теории статистических решений и оценок параметров 
вероятностных распределений. Изучены соответствующие научные направления их 
практической реализации в активных, пассивных и комбинированных (комплексных) 
активно-пассивных радиотехнических системах (РТС) радиолокации и дистанцион-
ного зондирования (ДЗ).

Является автором и соавтором 24 монографий, более 850 научных работ, 11 изобретений.  
Создал большую научную школу. При его непосредственном участии подготовлено 11 докторов и 
17 кандидатов наук. В. Ф. Кравченко ведет большую научно-организационную и педагогическую 
деятельность. Он создал международный научно-технический журнал «Электромагнитные 
волны и электронные системы», главным редактором которого был в течение 20 лет, а также 
журнал «Успехи современной радиоэлектроники», который возглавлял (главный редактор) в 
течение 13 лет. В настоящее время является заместителем главного редактора журнала 
«Физические основы приборостроения», главным редактором международного журнала 
«Journal of Measurement Science and Instrumentation» (Китай), членом редколлегий журна-
лов «Радиотехника», «Радиофизика и электроника» (НАН Украины), «Telecommunications 
and Radio Engineering» (Begell House Inc., USA), членом Московского и Американского мате-
матических обществ, IEEE. В течение четверти века Виктор Филиппович преподает на 
кафедре «Высшая математика» ФН-1 МГТУ им. Н. Э. Баумана. В 2005 г. В. Ф. Кравченко при-
своено почетное звание «Заслуженный деятель науки РФ».

Редrоллегия журнала, коллеги и друзья сердечно поздравляют  
Виктора Филипповича с юбилеем и желают ему доброго здоровья, счастья,  

удачи и воплощения его новых творческих идей!
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Аннотация
Обобщены результаты многолетних исследова-
ний авторов по статистической теории синтеза 
сверхширокополосных, многочастотных и узко-
полосных радиометрических устройств и систем.  
В основу современной теории положен математи-
ческий аппарат V-преобразований, позволивший 
решать задачи сквозного синтеза систем без тра-
диционно вводимого квазимонохроматического 
приближения (КМП), ограничивавшего ширину 
полосы пропускания входных цепей приемных 
устройств радиометров. Обзор построен следую-
щим образом: дан краткий анализ классической 
теории радиометрических устройств и систем,  
а также отмечены её проблемные направления; 
рассмотрен математический аппарат V-преобразо-
ваний; приведены результаты синтеза радиоме-
трических устройств полной мощности, компен-
сационного и модуляционного типов, радиоин-
терферометрических систем, а также систем 
апертурного синтеза; приводится методика 
оценки электрофизических параметров исследуе-
мых сред и выбора оптимальных условий прове-
дения экспериментальных исследований. Радио-
метрические устройства синтезированы в пред-
положении использования несканирующей и ска-
нирующей диаграммы направленности антенны.

Ключевые слова: статистическая теория радио-
метрических систем, микроволновый радиометр, 
V -преобразования, оценка параметров сигналов, 
атомарные функции, системы высокого простран-
ственного разрешения, функция неопределенности

Abstract
Results of authors long-term researches on the 
statistical theory of synthesis of ultrawideband, 
multifrequency and narrow-band radiometric 
devices and systems are generalized.  
The mathematical apparatus of V–transforms, 
allowed to solve problems of systems synthesis 
without traditionally used quasi-monochromatic 
approach limiting frequency band of radiometer 
predetection section is the basis for the modern 
theory. The review is constructed as follows: the 
short analysis of the classical theory of radiometric 
devices and systems is given, and also its problem 
directions are noted; the mathematical apparatus of 
V-transforms is considered; results of synthesis of 
total power, compensation and chopper radiometers, 
the radio interferometer systems and also systems of 
aperture synthesis are given; the methodology of 
estimation of electrophysical parameters of the 
studied environments and a choice of optimal 
conditions for performing pilot studies is given. 
Radiometric devices are synthesized in the 
assumption of use of not scanning and scanning 
antenna pattern.

Key words: statistical theory of radiometric systems, 
microwave radiometer, V –transforms, signal para-
meters estimation, atomic functions, systems of high 
spatial resolution, ambiguity function.

Обзоры
УДК 621.396.96.095.4:528.8.04–047.27

Статистическая теория 
сверхширокополосных 
радиометрических устройств 
и систем
© Авторы, 2014
В. К. Волосюк — д. т.н., проф., кафедра «Проектирование радиоэлектронных систем летатель-
ных аппаратов», Национальный аэрокосмический университет им. Н. Э. Жуковского «Харь-
ковский авиационный институт», Украина. E-mail: valeriy_volosyuk@mail.ru
В. Ф. Кравченко — заслуженный деятель науки РФ, гл.н.с., д.ф. – м.н., проф., Институт радио-
техники и электроники им. В. А. Котельникова РАН, Москва. E-mail: kvf-ok@mail.ru
Б. Г. Кутузa — д.ф. – м.н., зав. лаб., Институт радиотехники и электроники им. В. А. Котельни-
кова РАН. E-mail: kutuza@cplire.ru
В. В. Павликов — д. т.н., доцент, кафедра «Проектирование радиоэлектронных систем лета-
тельных аппаратов», Национальный аэрокосмический университет им. Н. Е. Жуковского 
«Харьковский авиационный институт». E-mail: pavlikov_kharkov@mail.ru
В. И. Пустовойт — академик РАН, д.ф. – м.н., проф., директор, Научно-технологический центр 
уникального приборостроения РАН, Москва. E-mail: vladpustovoit@gmail.com

Статистическая теория сверхширокополосных радиометрических устройств и систем
Волосюк В.К., Кравченко В.Ф., Кутуза Б.Г., Павликов В.В., Пустовойт В.И.
001
Обзоры



6

Волосюк В.К., Кравченко В.Ф., Кутуза Б.Г., Павликов В.В., Пустовойт В.И.

Обзоры

Введение
В настоящее время достигнуты значительные успехи в развитии статистической теории син-

теза сверхширокополосных (СШП) радиометрических устройств и систем (РМУС), содержащей в 
себе, как частные случаи, вопросы синтеза узкополосных и многочастотных систем.  
Новые результаты стали возможными благодаря развитию математического аппарата V –пре-
образований [1–9], позволяющего устанавливать взаимно-однозначные связи между простран-
ственно-временными и пространственно-спектральными характеристиками как наблюдаемых 
пространственно-временных полей собственного радиотеплового излучения, так и радиоме-
трических систем. Переход к единому математическому аппарату позволил обосновать новую 
концепцию [10] «сквозного» синтеза СШП, многочастотных и узкополосных РМУС, позволяю-
щую решать задачи проектирования оптимальных и квазиоптимальных алгоритмов обработки 
сигналов и пространственно-временных полей, разрабатывать рекомендации по их практиче-
ской реализации, оценивания потенциальных точностей и флуктуационных чувствительностей 
синтезированных алгоритмов, устройств и систем, анализа электродинамических, эмпириче-
ских и регрессионных моделей связи оцениваемых параметров радиотеплового излучения с 
электрофизическими параметрами и статистическими характеристиками исследуемых сред, 
выбора оптимальных условий проведения экспериментов. Следуя этой концепции в [9–54, 79] 
решен широкий класс задач синтеза радиометрических устройств полной мощности, компенса-
ционного и модуляционного типов, аддитивных и мультипликативных радиоинтерференцион-
ных систем, а также систем апертурного синтеза.

Общие сведения по микроволновой радиометрии
Микроволновая радиометрия — область науки и техники, связанная с изучением и разработ-

кой методов и средств приема микроволнового излучения, измерения его параметров и харак-
теристик. Основной инструмент радиометрии — радиометр — это высокочувствительный при-
емник, используемый для измерения параметров радиотеплового излучения (РТИ), как случай-
ного процесса. В настоящее время инструменты и методы радиометрии широко применяют при 
решении задач дистанционного зондирования, метеорологии, радиоастрономии, медицины, 
навигации, поисково-спасательных операций и обеспечения безопасности стратегических объ-
ектов, др. Многие задачи, при этом, принципиально не могут быть решены без использования 
радиометрических методов извлечения информации, а некоторые из них требуют одновремен-
ного (комплексного) применения активных и пассивных (радиометрических) систем 
радиолокации.

Широкое распространение РМУС вызвано рядом достоинств, среди которых особо следует 
выделить высокую информативность СШП по своей природе РТИ, отсутствие излучаемого сиг-
нала и, соответственно, небольшие размеры (определяемые, главным образом, размерами 
антенны) и низкая потребляемая мощность системы, всепогодность и сложность её обнаруже-
ния. РМУС имеют и характерные недостатки, в частности, сложность измерения дальности до 
объекта с использованием одноантенных радиометрических устройств, существенное влияние 
на результаты измерений нестабильностей входных трактов приемников и др.

Разнообразие решаемых задач требовало разработки следующих типов РМУС:
●● радиометров полной мощности и компенсационных радиометров;
●● устройств модуляционного типа (нулевых, модуляционно-компенсационных, аддитивно-

шумовых и др.);
●● радиоинтерферометрических систем;
●● радиометрических систем, в том числе систем апертурного синтеза (АС).
Достоинства и недостатки таких радиометров даны ниже при рассмотрении соответствую-

щих оптимизационных задач.

Современное состояние классической теории радиометрических устройств и систем
В основу построения значительного числа штатных РМУС положен эвристический подход и 

инженерная интуиция. В меньшей мере здесь использованы методы математической стати-
стики и теории оптимальных решений. Аналогичная ситуация в теории и практики активных 
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систем радиолокации наблюдалась в середине прошлого века, до публикаций основополагаю-
щих трудов Бакута П. А., Большакова И. А., Вудворда Ф. М., Зелкина Е. Г., Котельникова В. А.,  
Кравченко В. Ф., Левина Б. Р., Мидлтона Д., Стратоновича Р. Л., Тихонова В. И., Фальковича С. Е., 
Ширмана Я. Д., и др., а также в теории антенн до появления работ Я. С. Шифрина, Л. Д. Бахраха и др. 
Критика такого (эвристического) подхода дана Р. Л. Стратоновичем [55] «… эвристический под-
ход и инженерная интуиция не позволяют решать поставленные задачи с высокой степенью 
достоверности без надлежащего применения новейших достижений в области математической 
статистики и теории оптимальных решений…». Поэтому как при создании перспективных, так и 
модернизации существующих образцов техники особое внимание следует уделять вопросам 
статистического синтеза, анализа и аттестации алгоритмов оптимальной обработки РТИ,  
а также построенных на их основе РМУС.

В настоящее время получен ряд важных результатов по синтезу оптимальных и квазиопти-
мальных РМУС. Значительный вклад в развитие статистической теории радиометрии внесли 
Алмазов В. Б., Амиантов И. Н., Антюфеев В. И., Быстров Р. П., Волосюк В. К., Караваев В. В.,  
Кравченко В. Ф., Пискорж В. В., Пономарев В. И., Пустовойт В. И., Сазонов В. В., Соколов А. В., Султа-
нов А. С., Фалькович С. Е., Ширман Я. Д., Шкварко Ю. В. и др. Однако использование различных 
методов оптимизации, начальных условий, постановок задач и допущений не позволяют объе-
динить результаты в единую статистическую теорию РМУС. Кроме того, большинство авторов 
при решении задач оптимизации ограничиваются использованием квазимонохроматического 
приближения (КМП), что несколько ограничивает современные возможности построения 
широко- и СШП устройств и систем. Использование узкополосных РМУС основывалось не только 
на отсутствии до недавнего времени СШП технологий, но и невозможностью разделения про-
странственно-временных частот при обработке пространственно-временных полей РТИ и ана-
лизе пространственно-временных и пространственно-частотных характеристик СШП систем.  
В настоящее время СШП база радиоэлектроники активно развивается и применяется при про-
ектировании и разработке современных РМУС. При этом особую важность приобретают вопросы 
разработки оптимальных СШП РМУС, использование которых позволит существенно увеличить 
точность измерений, разрешающую способность и чувствительность систем, достоверность 
интерпретации полученных данных, что, несомненно, повысит эффективность решения посто-
янно усложняющихся задач радиофизики, радиоастрономии, пассивной радиолокации, метео-
рологии, гидрологии и др.

Переход к СШП технологиям требует постоянного совершенствования, углубления и разви-
тия соответствующей теории, методов и средств пространственно-временной обработки сигна-
лов в пассивных РМУС и особенно в системах приема СШП излучения. Прежде всего, это касается 
необходимости существенного углубления и развития статистической теории синтеза опти-
мальных РМУС, разработки соответствующих методов и алгоритмов, а также поиска квазиопти-
мальных и инженерных решений пространственно-временной обработки радиотепловых сиг-
налов. Это позволит ставить и решать практические задачи синтеза и анализа РМУС, исследовать 
их потенциальные характеристики, давать физическую интерпретацию результатам наблюде-
ния, полученным согласно оптимальной обработке сигналов и пространственно-временных 
полей, а также определять условия, при которых решения задач, возлагаемые на РМУС будут 
наиболее эффективными.

Из изложенного следует, что в современной статистической теории РМУС назрело противо-
речие между возможностями СШП технологий и отсутствием соответствующей теории стати-
стического синтеза РМУС. Возникла научная проблема дальнейшего развития статистической 
теории оптимизации пространственно-временной обработки сверхширокополосных про-
странственно-временных полей собственного радиотеплового излучения, синтеза на её 
основе новых эффективных методов, алгоритмов и структур радиометрических устройств и 
систем, а также обоснования соответствующих практических квазиоптимальных и инженер-
ных решений. Решение противоречия получено применением математического аппарата  
V –преобразований [1–9].
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Математический аппарат спектральных преобразований  
широкополосных полей радиотеплового излучения
При решении задач математической физики в дистанционной радиоспектрометрии, радиоа-

строномии и др. возникает проблема применимости теоремы Ван Циттерта — Цернике, связы-
вающей взаимную корреляционную функцию комплексно-сопряженных пространственно-вре-
менных случайных процессов (функцию взаимной когерентности) со спектральной яркостью 
источника излучения, совпадающей (или близкой) с математическим определением спектраль-
ной плотности, заданным теоремой Хинчина — Винера. Проблема заключается в невозможно-
сти разделения пространственных и временных частот в показателях экспонент. Только при 
выполнении КМП формулы, соответствующие теореме Ван Циттерта — Цернике, можно рассма-
тривать как многомерные преобразования Фурье или Френеля.

Ниже приведем преобразования, предложенные в работах [1–9], связывающие простран-
ственно-временные процессы (поля) и их корреляционные функции с соответствующими спек-
тральными характеристиками в общем случае, когда КМП не выполняется. Эти преобразования 
являются обобщением преобразований Фурье, Френеля, Лапласа, которые применяют для спек-
трального анализа широкополосных и сверхширокополосных волновых полей.

Физическая и геометрическая постановки задачи, приводящие к этим преобразованиям, 
показаны на рис. 1.

Рис. 1. Взаимное расположение области регистрации поля — раскрыва антенной системы  
( ¢ ¢ ¢= Î


,r x y( ) ¢D ) и элемента излучения DS  поверхности ( = Î


,r x y D( ) ).

Пусть D — область излучения поля (в диапазоне инфракрасных, оптических или радиоволн). 
Источник излучения — плоский или условно приведенный к плоскости. Положение излучаю-
щих элементов характеризуется либо направляющими косинусами J J q J q= = =



cos , cosx x y y( ) , 

либо координатами = Î


,r x y D( ) , а их излучающая способность функциями

	
( ) { }

( ) { }

J p J

p

 



 



, exp 2 ,

, exp 2 ,

A f j ft dfd

A r f j ft dfdr
	  (1)

где ×A( )  — спектрально-угловая и спектрально-волновая плотности комплексной амплитуды 
(по переменной f  определены так же, как и спектральная плотность в теории преобразований 
Фурье для функций одной переменной t ). Реальные и мнимые части спектральной плотности 
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×A( )  при фиксированном значении f  в технических приложениях часто рассматривают как дей-
ствительное и мнимое изображения источника, заданные на картинной плоскости с координа-
тами J J,x y( )  или ( ),x y .

Поле излучения регистрируется элементами плоскости ¢D  через некоторый промежуток вре-
мени =3 , ' /t R r r c( ) , обусловленный запаздыванием волн на расстоянии R  при их распростране-
нии со скоростью c  от элемента излучения с координатами 



r  до регистрирующего элемента с 
координатами ¢ = Î



', ' 'r x y D( ) . Расстояние

	 ¢ ¢ ¢= + - + -
  2 2

0,R r r R x x y y( ) ( ) ( ) .	  (2)

Если область регистрации поля ¢D  сравнительно невелика и находится в дальней зоне,  
так что лучи 0'P  и 



'r P  практически параллельны (зона Фраунгофера), то

	 ( ) ( )J J Jé ù é ù¢ ¢ ¢» -ê ú ê úë û ë û

  

   

, ,0R r r R r r ,	

где J J J¢ ¢ ¢= +




x yr x y  — скалярное произведение векторов.

Суммарное вещественное поле, регистрируемое элементом поверхности ¢D  в точке ¢r , запи-

шем как интегральный результат излучения всех элементов источника с координатами JÎQ


	

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

J
J p J

J

J
J p J

J

¥

Q

¥

Q

ì üé ùï ï¢ ¢ï ïï ïê ú¢ = - + »í ýê úé ù ï ï¢ ê úï ïë ûê ú ï ïî þë û
ì üé ùï ï¢ ¢ï ïï ïê ú» - +í ýê úé ù ï ï¢ ê úï ïë ûê ú ï ïî þë û

ò ò

ò ò







 







 







 







0

0

,01, Re , exp 2
,

,01Re , exp 2 ,
,0

R r ru r t A f j f t dfd
c cR r r

R r rA f j f t dfd
c cR r

	  (3)

где J J J=


x yd d d .

Множитель { }p - ¢-
1exp 2 ,0j fc R r( )  чаще всего неопределен, так как трудно найти расстояние 



,0'R r( )  с точностью до длины волны. Его можно включить в функцию ×A( ) , так как в конечном 
итоге обычно находят не ее комплексные значения, а модуль или средний квадрат модуля.  

Для упрощения множитель ослабления ( )Jé ù¢ê úë û





1 ,0R r  также включаем в функцию ×A( ) . Тогда реги-

стрируемое поле целесообразно представить так

	 ( ) ( ) { }J p J J
¥

-

Q

é ù¢ ¢= +ê úë ûò ò
  

 



1

0

, Re , exp 2u r t A f j f t c r dfd . 	  (4)

Далее разложим функцию (2) в ряд Тейлора и, полагая величины ( )¢-x x  и ¢-y y( )  малыми, 

ограничимся первыми членами разложения

	 ( ) ( )¢ ¢» + -
    2

0 0, 2R r r R r r R ; ( ) ( )¢ ¢ ¢- = - + -
  2 22
r r x x y y

(источник излучения находится в ближней зоне Френеля). Поле в точке ¢r  — интегральный 
результат излучения всех элементов области D

	

( ) ( )
( )

( )

p

p

¥

¥

ì üé ùï ï¢-ï ïê úï ï¢ = - - »í ýê úï ï¢ ê úï ïë ûï ïî þ
ì üé ùï ï¢-ï ïê úï ï» - -í ýê úï ïê úï ïë ûï ïî þ

ò ò

ò ò

 

  



 

 

 



2

0

00

2

0

0 00

1, Re , exp 2 0.5
,

1Re , exp 2 0.5 .

D

D

r rRu r t A r f j f t dfdr
c cRR r r

r rRA r f j f t dfdr
R c cR
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Включая функцию { }p -- 1
0exp 2j fc R  как сомножитель в ( )×A , упрощаем выражение для реги-

стрируемого поля в зоне Френеля

	 ( ) ( ) { }p
¥

- -é ù¢= - -ê úë ûò ò
    



21 1
0

0 0

1, Re , exp 2 0,5
D

u r t A r f j f t c R r r dfdr
R

.	  (5)

При выполнении КМП в бесконечных пределах интегрирования (4) может быть сведено к 
трехмерному преобразованию Фурье, а (5) — к преобразованиям Фурье и Френеля по перемен-
ным f , t  и ¢ 

,r r . Однако в общем случае их формы несколько отличаются от классических пред-
ставлений многомерных преобразований Фурье и Френеля в виде разложений функций по ком-
плексным экспонентам. Это отличие заключаются в том, что одна из переменных f  есть сомно-
житель при других переменных. В данном случае временные частоты f  — сомножители про-
странственных частот.

Примечание. Используется не обобщенное представление о преобразованиях Фурье в виде 
разложений по произвольным ортогональным базисным функциям, а традиционное в виде раз-
ложений по комплексным экспонентам.

Преобразования FV , -1
FV

Как и в теории преобразований Фурье, распространим спектральную функцию J


 ,A f( )  в отри-

цательную область переменной ,f  J J*= -
 

 , , ,A f A f( ) ( )  уменьшив ее в два раза по абсолютному 
значению (в дальнейшем для простоты коэффициент 0,5  учитывать не будем, как и в формулах 
преобразований Фурье). Внутренний интеграл в (4) по этой переменной, а следовательно, и 
функция ¢ ,u r t( )  станут вещественными. Учитывая, что область определения функции ×A( )  по 

переменной J


 есть круг J J+ £
 

2 2 1x y , распространим формально пределы интегрирования на 

±¥ . В результате получим два взаимно обратимых преобразования -1
FV и FV

	
( ) ( ) ( ) { }

( ) ( ) ( ) ( ){ }

J J p J J

J p J

¥ ¥
- -

-¥-¥

+ ¥
- -

- ¥

é ù é ù¢ ¢= = ±ê ú ê úë ûë û

é ù¢ ¢ ¢ ¢= = - ±ê úë û

ò ò

ò ò

   

 

 

 





1 1

2 2 1

, , , exp 2 ,

, , , exp 2 .

F

F

u r t V A f A f j f t c r dfd

f c A f V u r t u r t j f t c r dtdr

	  (6)

Знаки «± » принципиального значения не имеют, так как на обратимость преобразований не 
влияют. В дальнейшем будем использовать знак «+».

Для обоснования вещественного характера функции ( )¢,u t r  запишем ее следующим образом:

	 ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )

J pJ Jp J J J
¥ ¥ ¥

-

-¥ Q -¥ -¥ Q

ì üï ïï ï é ùï ï¢ ¢ ¢= = +Dí ý ê úï ï ë ûï ïï ïî þ
ò ò ò

     

  



ç
1, , exp 2 exp 2 , ,

F

u t r A f j r j df d u t t r dfc ft

где

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )J J J J J Jp p p
¥ ¥

-

-¥ -¥

é ù¢ ¢+ = =ê úë û ò ò
     

 

 

ç
1, , exp 2 exp 2 , , , exp 2 ,fc fu t t r A f j r j df u t tj dft fA f

( ) J
J

¢D¢D =- =









ç

R rt r
c c

 — время запаздывания (D <ç 0t ) или опережения (D >ç 0t ) прихода элек-

тромагнитных колебаний к различным точкам раскрыва ¢ ¢Î


r D  относительно его начала коор-

динат; ( )J


, ,u t  ( )J Jé ù¢+Dê úë û

 



ç ,u t t r  — вещественные функции, выраженные через классические 

обратные преобразования Фурье с двухсторонними спектральными плотностями комплексных 
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амплитуд. Очевидно, что результатом интегрирования вещественной функции ( )J Jé ù¢+Dê úë û

 



ç ,u t t r  

по переменной J


 будет вещественная функция ( )¢,u t r .

Умножая левую и правую части первой из формул (6) на комплексно-сопряженную функцию 
p J- ¢- +



1
1 1exp{ 2 }j f t c r( ) , интегрируя ее по переменным ¢ ¢ ¢=



,r x y  и t  в бесконечных пределах и 

учитывая равенство

	 [ ]
( )

( ) ( )
J J

p d d J J
+ ¥

-

- ¥

ì üï ï-ï ïï ï¢ ¢- + = - -í ýï ïï ïï ïî þ
ò ò

 

 

 1 1 2 2
1 1 1 1exp 2

f f
j f f t r dt dr c f f f

c
,

	 ( ) ( ) ( )d J J d J J d J J- = - -
 

1 1 1x x y y ,	  (7)

получаем вторую формулу (6)
	 ( ) ( )J- é ù¢= ê úë û





2 2 , ,Ff c A f V u r t ,	  (8)

	 ¢ ¢ ¢=dr dx dy ,

где d ×( )  — функция Дирака (дельта-функция) по угловым переменным; d x px
+¥

-¥

= ò exp 2i v dv( ) ( ) .

После указанного умножения и интегрирования

	

( )

( )

( ) ( ){ }

p J

J p J p J J

J p p J J

¥ ¥
-

-¥ -¥

¥ ¥ ¥ ¥
- -

-¥ -¥ -¥-¥

¥ ¥ ¥ ¥
- -

-¥ -¥ -¥ -¥

¢ ¢ ¢- + =

¢ ¢ ¢= + - + =

¢ ¢ ¢= - -

ò ò

ò ò ò ò

ò ò ò ò



  

   

  



   

  



1
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1 1

, exp{ 2 }

, exp{ 2 }exp{ 2 }

, exp 2 exp{ 2 }

u t r j f t c r dtdr

A f j f t c r j f t c r dfd dtdr

A f j f f t dt j fc r f c r dr dfd

( )

( ) ( )

( ) J.

Учитывая	 ( ){ } ( )p d
¥

-¥

- = -ò 1 1exp 2 ,j f f t dt f f

где ( )d - 1f f  — дельта-функция в спектральной области, находим, что левая часть полученного 

выражения равна

	 ( ) ( ){ }J p J J J
¥ ¥

-

-¥ -¥

¢ ¢-ò ò
   

 



1
1 1 1, exp 2 .A f j f c r dr d

Здесь	 ( ){ } ( ) ( ){ }p J J p J J J J
¥ ¥ ¥

- -

-¥ -¥-¥

é ù¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢- = - + -ê úë ûò ò ò
 

 1 1
1 1 1 1 1exp 2 exp 2 .x x y yj f c r dr j f c x y dx dy

Выполнив замену переменных
	 ( ) ( ) ( ) ( )- -- - - -¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢= = = =

1 11 1 1 1
1 1 1 1, , ,x f c x y f c y dx f c dx dy f c dy ,

получим

	 ( ){ } ( ) ( ) ( )p J J d J J d J J d J J
¥

- - -

-¥

¢ ¢- = - - = -ò
   

 1 2 2 2 2
1 1 1 1 1exp 2 .x x y yj f c r dr c f c f

В результате находим прямое преобразование FV  функции ( )¢,u r t

	 ( ) ( ) ( )J l J-é ù¢ = =ê úë û
 

 

2 2 2
1 1, 0.5 , 0.5 , ,FV u r t f c A f A f

где l  — длина волны.
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Данные FV -преобразования не являются преобразованиями Фурье в классическом их пред-
ставлении через комплексные экспоненты как базисные функции, так как во втором слагаемом 
под знаком экспоненты неразделимы сомножители f  и J



 (временные и пространственные 
частоты). Однако их можно свести к последовательному применению временного и простран-
ственного преобразований Фурье и рассматривать как обобщения этих преобразований.  
Свойства преобразований FV  и -1

FV  во многом подобны свойствам преобразований Фурье.  
Рассмотрим некоторые из них.

1. Теорема сдвига. Умножение спектральной плотности J


 ,A f( )  на функцию 

p t Jr- ¢± +


1exp{ 2 }i f c( )  приводит к смещению исходной функции по переменным ¢r  и t  на вели-

чины r¢±
 , t± . Действительно, умножим в формуле (6) подынтегральное выражение на указан-

ную функцию. В результате получим

	 ( ) ( )( ){ } ( )J p t J r J t r
+ ¥

-

- ¥

¢ ¢ ¢ ¢± + ± = ± ±ò ò
  



 



1, exp 2 ,A f j f t c r dfd u t r

или	 ( ) ( ){ } ( )J p t Jr t r- -é ù¢ ¢ ¢± + = ± ±ê úë û

 



 



1 1, exp 2 ,FV A f j f c u t r .	  (9)

2. Теорема о спектральном образе градиента поля. Частной производной функции 


,u r t( )  

по переменной t  соответствует спектральная плотность p J


2 ,j f A f( ) , а частным производным 

по переменным ¢x  и ¢y  — спектральные плотности p J J-




12 ,xj c f A f( )  и p J J-




12 ,yj c f A f( ) .  

Обобщая эти свойства, имеем

	 ( ) ( ){ }p J J J- - -¶ ¶ ¶¢ = =
¢ ¢¶ ¶ ¶





1 1 1, , , 2 , 1, ,F x y
u u ugrad u r t V j fA f c c
t x y

.	  (10)

3. Теорема о свертке функций. Произведению спектральных плотностей J




1 ,A f( )  и J




2 ,A f( )  

с весом -2 2c f  соответствует свертка исходных функций 


1 ,u r t( )  и 


2 ,u r t( )

	 ( ) ( ) ( ) ( )J J
+ ¥

- -

- ¥

é ù ¢ ¢ ¢= - -ê úë û ò ò
 



 

1 2 2
1 2 1 1 1 2 1 1 1 1, , , ,FV f c A f A f u r t u r r t t dt dr .	  (11)

Для доказательства выполним подстановки в левой части этого равенства
	 ( ) ( )( )J - ¢=







2 2
1 1, ,FA f f c V u r t , ( ) ( )( )J - ¢=







2 2
2 2, ,FA f f c V u r t .

В результате

	
( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

p J J p J

p J

+ ¥ + ¥
- - -

- ¥ - ¥

+ ¥
-

- ¥

¢ ¢ ¢ ¢+ - + ´

¢ ¢ ¢´ - +

ò ò ò ò

ò ò

  

   



  

2 2 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1
2 2 2 2 2 2 2

exp 2 , exp 2

, exp 2 .

f c i f t c r dfd u r t j f t c r dt dr

u r t j f t c r dt dr

Меняя порядок интегрирования и учитывая, что

	
( )( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )

p J J

p p J J d d

¥ ¥
- -

-¥-¥

¥ ¥
- -

-¥ -¥

¢ ¢ ¢- - + - - =

é ùé ù ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= - - - - = - - - -ê úë û ë û

ò ò

ò ò

 

  

 

     

2 2 1
1 2 1 2

2 2 1
1 2 1 2 1 2 1 2

exp 2

exp 2 exp 2 ,

f c j f t t t c r r r dfd

f c j f t t t j fc r r r d df t t t r r r

где	 ( ) ( ) ( )d d d¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢- - = - - - -
  

1 2 1 2 1 2r r r x x x y y y ,

получаем правую часть равенства (11).
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4. FV  и -1
FV  преобразования комплексного аналитического процесса. Составим комплекс-

ный аналитический процесс
	 ( ) ( ) ( )^

¢ ¢ ¢= +
  

 , , ,u r t u r t ju r t .	  (12)

Здесь ^
¢ ,u r t( )  сопряженный процесс, связанный по переменной t  с процессом ¢ ,u r t( )  парой пре-

образований Гильберта. Особенность комплексного процесса ¢
 ,u r t( )  заключается в том, что его 

спектральная плотность J


 ,A f( )  в отличие от спектральной плотности процесса ¢ ,u r t( )  — одно-
сторонняя (удвоена по абсолютному значению в положительной области переменной f  и равна 
нулю при <0f ). Тогда

	 { }J p J J
+¥+¥

-

-¥

¢ ¢= +ò ò
  

 





1

0

, , exp 2 [ ]u r t A f j f t c r d df( ) ( ) .	  (13)

Учитывая, что J =


 , 0A f( )  при <0f , формально можно распространить нижний предел инте-
грирования по переменной f  на -¥

	 J- é ù¢ = ê úë û








1, 2 ,Fu r t V A f( ) ( ) .	  (14)

Как и при доказательстве соотношения (8), умножая обе части равенства (13) на сопряжен-
ную функцию { }p t J- ¢- +



1
1 1exp 2j f c r( )  и интегрируя по переменным ¢r  и t  в бесконечных пре-

делах, получаем
	 ( )J-é ù¢ =ë û









2 2, 2 ,FV u r t f c A f( ) .	  (15)

Преобразования FLV  и -1
FLV

Перейдем формально в выражениях (6) и (8) от переменной p2j f  к переменной a p= + 2p j f  
(как и при переходе к формулам преобразований Лапласа). По переменной t  примем нижний 
предел интегрирования равным нулю. Тогда

	 ( ){ }
a

a

J J J J
p

+ ¥+¥
- -

-¥ - ¥

é ù¢ ¢= = ±ê úë û ò ò
   

 





1 11, , , exp
2

j

FL
j

u r t V A p A p p t c r dpd
j

( ) ( ) ( ) ,	  (16)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) J
p J

+¥+¥
-

-¥

ì üæ öï ï¢÷ï ïçé ù ÷¢ ¢ ç= = - ±í ý÷ê ú çë û ÷ï ï÷çè øï ïî þ
ò ò







  2 2 2

0

2 , , , expFL
rj p c A p V u r t u r t p t dtdr
c

.	  (17)

Здесь знаки «± » принципиального значения не имеют, так как на обратимость преобразований 
не влияют. В дальнейшем также будем использовать знак «+».

Как и в теории преобразований Лапласа, для сходимости преобразования (17) по переменной 
t  необходимо, чтобы для всех p  из области определения функции J



 ,A p( )  выполнялось 
условие

	 ( ) { } ( )J g
+¥

-

-¥

¢ ¢ ¢ £ò


  2, exp expu r t pc r dr M t .	  (18)

Главная особенность преобразований FLV  и -1
FLV  заключается в том, что по переменной t  они 

обладают преимуществами одностороннего преобразования Лапласа (известно, что оно, как 
правило, двухстороннее, не имеет особых преимуществ перед преобразованием Фурье и его 
выполняют только по пространственным переменным).

Эти преобразования можно рассматривать как обобщения преобразований Лапласа, 
используемых для анализа многомерных динамических процессов и волновых полей в задачах 
математической физики.
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Аналогично преобразованиям FV  и -1
FV  доказываются теоремы сдвига, свёртки оригиналов и 

свёртки изображений.
Преобразования F1V  и -

F
1

1V . Распространим в выражении (5) спектральную плотность ( )¢ ,A r f  

в область отрицательных частот и уменьшим в два раза (как и в преобразованиях Фурье). Учи-
тывая, что вне области D  функция ×A( )  равна нулю, распространяем пределы интегрирования 

по переменным x  и y  на ±¥ . Тогда вещественная функция ¢ ,u r t( )  есть обратное -
ô

1
1V -преобра-

зование спектральной плотности 


 ,A r f( )

	 p
¥ ¥

-

-¥-¥

ì üï ï¢-ï ïï ïé ù¢ = = -í ýê úë û ï ïï ïï ïî þ
ò ò

 

   

 

ô

2

1
1

0 0 0

1 1 1, , , exp 2 .
2

r r
u r t V A r f A r f j f t dfdr

R R R c
( ) ( ) ( ) ( ) 	  (19)

Умножая левую и правую части (19) на функцию { }p - - ¢- - -
  21 1

1 0 1exp 2 [ 0,5 ]j f t R c r r , интегри-

руя ее по переменным t  и ¢r  и учитывая равенство

	 ( ){ } ( ) ( )p d d
+ ¥

- - - - -

- ¥

é ù¢ ¢ ¢- - - + - = - -ê úë ûò ò
      2 21 1 1 1 2 2 2

1 0 1 0 1 0 1 1exp 2 0.5 0.5 ,j f f t fR c r r f R c r r dtdr f R c f f r r

где
		  ( ) ( ) ( )d d d- = - -

 

1 1 1r r x x y y ,	  (20)

получаем прямое F1V -преобразование

	 ( ) ( ) ( )
( )

p
+ ¥

-
F

- ¥

ì üï ï¢- -ï ïï ïï ïé ù¢ ¢ ¢= = -í ýê úë û ï ïï ïï ïï ïî þ
ò ò

 

   



2

2 2
0 1

0

0.5
, , , exp 2 .

t r r
R f c A r f V u r t u r t j f dtdr

R c
	  (21)

Проверка

	

( ) p

p p

+ ¥

- ¥

+ ¥ +¥
-

- ¥ -¥

ì üæ öï ï÷ï ïç ¢- ÷çï ï÷ï ïç¢ ¢÷- - =í ýç ÷ç ÷ï ï÷çï ï÷çï ïè øï ïî þ
ì üì üï ïï ïï ïï ï¢-ï ïï ïï ï ï ï= - - -í í ý ýï ï ï ïï ï ï ïï ï ï ïï ïî þï ïî þ

ò ò

ò ò ò ò

 

 

  

 



2
1

1
0

2
11

0 1
0

, exp 2 0.5

, exp 2 0.5 exp 2 0.5

r r
u r t j f t dtdr

cR

r r r
R A r f j f t dfdr j f t

cR
( ) ( )

p p
+¥ ¥ ¥

-

-¥ =¥=¥

-

ì üæ öï ï¢- ÷ï ïç ÷ï ïç ¢÷ =í ýç ÷ç ÷ï ïç ÷ï ïè øï ïî þ

ì üï ï ì üæ öï ïï ï¢ ¢- - ÷ï ïçï ï ÷ï ï ï ïç ¢÷= - - - =í ý í ýç ÷ç ÷ï ï ï ïç ÷ï ï ï ïè øï ï ï ïî þï ïî þ

=

ò ò ò ò





   

  







2

0

2 2
11

0 1
0 0

1
0

, exp 2 0.5 exp 2 0.5

r
dtdr

cR

r r r r
R A r f dfdr j f t j f t dt dr

cR cR

R A

( ) ( )

( ( )p
+¥ + ¥

-¥ - ¥

ì üé ùï ï¢ ¢- -ï ïê úï ï ¢- - +í ýê úï ïê úï ïë ûï ïî þ
ò ò ò ò

   

 

2 2
1

1 1
0 0

, exp 2 0,5 0.5 .
r r r r

r f dfdr j f f t f f dtdr
cR cR

)

Рассмотрим внутренний интеграл

	

( ){ }

{ } ( )( )

p

p p

p

+ ¥
- - -

- ¥

¥ ¥
- - - -

-¥ -¥

- - - -

é ù¢ ¢ ¢- - - + - =ê úë û

é ù é ù¢ ¢ ¢= - - + - - =ê ú ê úë ûë û

é ¢ ¢= - - + -
ë

ò ò

ò ò

    

    

   

2 21 1 1
1 0 1 1

2 21 1 1 1
0 1 0 1 1

2 21 1 1 1
0 1 0 1

exp 2 0.5 0.5

exp 2 0.5 0.5 exp 2

exp 2 0.5 0.5

j f f t fc R r r f c r r dtdr

j fc R r r f c R r r j f f t dtdr

j fc R r r f c R r r{ } ( )d
¥

-¥

ù ¢ -ê úûò


1 .dr f f
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Здесь

	 ( )( ) ( )p d
¥

-¥

é ù- = -ê úë ûò 1 1exp 2j f f t dt f f

– дельта-функция.
В интеграле, стоящем перед дельта-функцией, можно принять = 1f f  (так как при ¹ 1f f  это 

выражение будет равно нулю). Тогда

	

( ){ } ( )

( ){ }
( ){ } ( )

( ) ( ) ( )

p d

p

p d

d d d

¥
- -

-¥

¥
- -

-¥

¥
- -

-¥

é ù¢ ¢ ¢- - - - - =ê úë û

é ù¢ ¢ ¢= - - - - ´ê úë û

é ù¢ ¢ ¢´ - - - - ´ - =ê úë û

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= - - - =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø

ò

ò

ò

    2 21 1
0 1 1

2 21 1
0 1

2 21 1
0 1 1

2
2 2
0 1 1 1 0

exp 2 0.5

exp 2 0.5

exp 2 0.5

j fc R r r r r dr f f

j fc R x x x x dx

j fc R y y y y dy f f

c cR x x y y f f R
f f

( ) ( )d d- -
 

2

1 1 .r r f f

Действительно, рассмотрим подробнее один из интегралов, например:

	

( ){ }
( ){ }

( ){ } ( )

p

p

p p

p

¥
- -

-¥

¥
- -

-¥

¥
- -

-¥

é ù¢ ¢ ¢- - - - =ê úë û

é ù¢ ¢ ¢ ¢ ¢= - - + - + - =ê úë û

ì üé ùï ï¢ ¢- +ï ïï ïê ú ¢= - - - =í ýê úï ïê úï ïë ûï ïî þ

= -

ò

ò

ò

2 21 1
0 1

1 1 2 2 2 2
0 1 1

11 1 2 2
0 1

0

exp 2 0.5

exp 2 0.5 2 2

2 2
exp 2 0.5 exp 2 0.5

exp 2 0.5

j fc R x x x x dx

j fc R x xx x x x x x dx

xx x x
j fc R x x j f dx

cR

j f ( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ) ( )

p

p d d

¥
- - - -

-¥

- - - -

é ù¢ ¢- - =ê úë û

= - - ´ - = -

ò1 1 2 2 1 1
0 1 0 1

1 1 2 2 1 1
0 1 0 1 0 1

exp 2

exp 2 0.5 .

c R x x j fc R x x x dx

j fc R x x R f c x x R f c x x

Практически по такой же схеме математических исследований для комплексного аналитиче-
ского процесса ^

¢ ¢ ¢= +
  

 , , ,u r t u r t ju r t( ) ( ) ( ) , где u  и ^u  связаны по переменной t  парой преобразо-
ваний Гильберта, можно получить

	 ( ) ( )-
F

é ù¢ = ê úë û
 





1
1, 2 ,u r t V A r f , ( ) ( )-

F
é ù¢= ê úë û

 





2 2
0 12 , ,R f c A r f V u r t ,	  (22)

где 


 ,A r f( )  — односторонняя спектральная плотность, равная нулю при <0f .

Преобразования FLV  и -
F

1
LV

Как и в преобразованиях Лапласа, формально переходя в выражениях (19), (21) от перемен-
ной p2i f  к a p= + 2p i f  и заменяя нижний предел интегрирования по t  с -¥  на ноль, имеем

	

( ) ( )

( ) ( ){ }
a

a
p

- -
F

+ ¥+¥
- - -

-¥ - ¥

é ù¢ = =ê úë û

¢= - -ò ò

 



   



1 1
0 1

21 1 1
0 0

, ,

1 , exp 0.5 ;
2

j

j

u r t R V A r p

R A r p p t c R r r dpdr
j

	  (23)

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }
p -

F

+¥+¥
- -

-¥

é ù¢= =ê úë û

¢ ¢ ¢= - - -ò ò

 



   

2 2 2
0 1

21 1
0

0

2 , ,

, exp 0.5 .

j R p c A r p V u r t

u r t p t R c r r dtdr
	  (24)
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Здесь справедливы те же замечания, что и для преобразований FLV  и -1
FLV , т. е. необходимо, чтобы 

выполнялось условие

	 ( ) { } ( )g
+¥

- -

-¥

¢ ¢ ¢- £ò
   21 1

0, exp 0.5 expu r t pc R r r dr M t .

Рассмотренные преобразования имеют нетрадиционный вид для преобразований Фурье, 
Френеля и Лапласа. Традиционную форму они приобретают лишь при выполнении условия 
КМП. Одна из возможных областей применения этих преобразований — решение уравнений в 
частных производных, описывающих волновые поля и многомерные динамические процессы.  
В технических приложениях (в радиоастрономии, спектроскопии, гидроакустике) преобразова-
ния FV , -1

FV , Ô1 ,V  -
Ô

1
1 ,V  Ô2 ,V  -

Ô
1
2V  можно использовать при исследовании широкополосных и сверх-

широкополосных пространственно-временных процессов и систем, в частности при исследова-
нии свойств и способов формирования изображений различных источников излучений.

Преобразования ,FLV  -1 ,FLV  Ô ,LV  -
Ô

1
LV  могут быть полезны при исследовании динамических про-

странственно-распределенных систем (тепловых, химических, ядерных, экологических), в част-
ности пространственно-распределенных многомерных систем управления и переходных процес-
сов в них, а также широко- и сверхширокополосных систем радиоастрономии и дистанционной 
спектрометрии, так как по переменной t  они обладают преимуществами преобразований Лапласа.

Существуют модификации V -преобразований, подробное рассмотрение которых дано в [9].
Преобразования FV , -1

FV , mFV , -1
mFV , Ô1V , -

Ô
1
1V , -F BV , -

-
1

F BV  не требуют выполнения условия КМП. 

Преобразования ,FLV  -1 ,FLV  F ,LV  -
F

1
LV  ценны тем, что по переменным p  и t  они обладают преиму-

ществами преобразований Лапласа при исследовании динамических широко- и СШП про-
странственно-временных систем (систем управления, многолучевых следящих систем) и 
переходных процессов в них.

V-преобразования и современная статистическая теория радиотехнических систем дистан-
ционного зондирования и радиолокации [9] положены в основу решения задач синтеза широ-
кого круга СШП радиометров полной мощности, компенсационного типа, различных типов при-
емников с модуляцией полезного сигнала, пространственно-распределенных радиоинтерферо-
метрических систем и систем апертурного синтеза. Рассмотренные ниже задачи решены согласно 
единой концепции [10], охватывают большинство известных радиометров и содержат новые и 
уточняющие сведения по теории синтеза РМУС.

Математические модели полезных сигналов, шумов и уравнений наблюдения
Источник информации в радиометрических системах — пространственно-временное поле 

( )¢,s t r , порожденное объектом исследования. Здесь t  — время, ¢r  — пространственная коор-

дината. Для уточнения модели пространственно-временного сигнала ( )¢,s t r  определим 

систему координат.
Источник излучения, характеризуемый вектором 



R  и находящейся в зоне Фраунгофера, 
удобно исследовать в системе координат J J=



, ,x yR R( )  (рис.  2), где J q= cosx x , J q= cosy y , 

J q= cosz z  — направляющие косинусы. При конкретизации полусферы (верхняя, нижняя), век-

тор J J J=


,x y( )  однозначно задает направление приема радиоволн, так как J J J=± - -2 21y x y , 

где знак определяет положении полусферы: «+» — верхняя, «–» — нижняя. На рис.  2 
J J J J= =




, , /x y z R R( )  — единичный вектор направления. При переходе к направляющим коси-

нусам интегрирование в пределах телесного угла ( )q q f fDW= min max min max... , ...  преобразуется к виду

	 J

J J
W=

- -
ò ò



 

2 21 x y

dd .	  (25)
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Рис. 2. Система координат.

Рассматривая малый угловой сектор обзора DW  в направлении ортогональном плоскости излу-
чения (облучения) можно использовать упрощенную запись выражения (25) (J 

2 1x , J 

2 1y )

	 JW»ò ò


 d d .	  (26)

В общем случае множитель J J
-é ù- -ê úë û

0.52 21 x y  в (25) будем включать в функции, входящие под 

знак интеграла. Составим модель пространственно-временного поля ( )¢,s t r  в виде

	 ( ) ( ) ( ) J
J J p J

¥ ¥
-

-¥-¥

ì üæ öï ï¢÷ï ïçé ù ÷¢ ç= = +í ý÷ê ú ç ÷ï ïë û ÷çè øï ïî þ
ò ò





  



 

11 1, , , exp 2
2 2F

rs t r V A f A f j f t d df
c

,	  (27)

где [ ]- ×1
FV  — оператор обратного преобразования Волосюка, ( )J



 ,A f  — спектрально-угловая 

плотность комплексной амплитуды РТИ, Î -¥ ¥;f ( )  — временные частоты, c  — скорость рас-
пространения радиоволн.

Запись (27) соответствует тому, что в каждой точке пространства ¢r  присутствует все спек-
тральные составляющие РТИ, пришедшие с различных направлений. Интегрирование по 
направляющим косинусам в (27) фактически выполняется внутри круга единичного радиуса  
(J J+ £2 2 1x y ) за пределами которого функция под знаком интеграла равна нулю. Для удобства 

вычислений пределы интегрирования заменены на бесконечные. Множитель 1/ 2  в (27) вве-
ден в связи с использованием двухсторонней по частоте спектрально-угловой плотности ком-
плексной амплитуды ( )J



 ,A f  (соответствующая спектрально-угловая плотность мощности при 

этом уменьшается в два раза).
Поле (27) в антенне преобразуется в сигнал. Воздействие антенны рассмотрим как прохожде-

ние пространственно-временного сигнала через пространственный фильтр, характеризуемый 
амплитудно-фазовым распределением (АФР) вида

	 ( ) ( ) J
pJ

æ ö¢÷ç ÷¢ ¢ ç= - ÷ç ÷÷çè ø







 



0
0, , , exp 2a

rI f r I f r j f
c

,	  (28)

где экспоненциальный множитель обеспечивает возможность изменения направления глав-
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ного лепестка ДН антенны, ( )¢ ¢ ¢ ¢= Î


,r x y D  — радиус-вектор (рис. 3), ( ) ( )¢ ¢=
 

, ,a fI f r C I f r  — ампли-

тудное распределение антенны (амплитудная чувствительность точек раскрыва антенны на 

частоте f ), 
( )eff

h=
W

1
f A

fC
cf

, hA  — коэффициент полезного действия антенны (в  случае 

отсутствия омических потерь в антенне и согласованной нагрузке h =1A ), 

( ) ( )
J J

J J
J J

J J+ £

W =
- -

òò 

2 2

2 2
2

2 2
1

, ,
1

x y

x y
eff x y

x y

d d
f F f  — эффективный телесный угол антенны.

Функцию ( )J ¢






0, ,I f r  в рассматриваемой трактовке целесообразнее определить как АФР чув-

ствительности точек ¢r  апертуры антенны на частоте f  с учетом ее фокусировки на направле-

ние J


0 . Коррекцией амплитудного распределения различными весовыми функциями можно 
изменять характеристики ДН антенны.

Важно отметить, что записью АФР (28) удобно пользоваться для исследования устройств с 
одной антенной (см. рис. 3.а), фазовый центр которой размещен в пределах ее апертуры. В общем 
случае, когда используется M  антенн (см. рис.  3,б) и фазовый центр i -й антенны вынесен за 
пределы i -апертуры, целесообразно (28) представить в виде

	 ( ) ( ) p
J

J
æ ö¢÷ç ÷¢ ¢ ¢ ¢ ç- = - - ÷ç ÷÷çè ø







   



0
0, , , exp 2i i f i i

rI f r r C I f r r f
c

j ,	  (29)

где ¢ir  — расстояние между фазовыми центрами АР и i -апертуры, ( )¢ ¢-
 

,i iI f r r  — амплитудное 

распределение i -й антенны.
Идеальная антенна фокусирует сигнал с ограниченного областью ¢D  пространства в точку 

(фокус). Тогда пространственно-временной сигнал ( )¢,s t r  на выходе одиночной антенны запи-

шем как функцию времени ( )s t

	 ( ) ( ) ( ) J
J J p J

¥ ¥

¢ -¥-¥

ì üæ öï ï¢÷ï ïç ÷¢ ¢ç= +í ý÷ç ÷ï ï÷çè øï ïî þ
ò ò ò





  

 



0
1 , , , exp 2
2 D

rs t I f r A f j f t d dfdr
c

,	  (30)

а сигнал на выходе i -й антенны в АР в виде

	 ( ) ( ) ( ) J
J J p J

¥ ¥

¢ -¥-¥

ì üæ öï ï¢÷ï ïç ÷¢ ¢ ¢ç= - +í ý÷ç ÷ï ï÷çè øï ïî þ
ò ò ò





  

  



0
1 , , , exp 2
2

i

i i i
D

rs t I f r r A f j f t d dfdr
c

.	  (31)

Учитывая, что функции (29), (30) определены в ограниченной области ¢D , пределы интегри-
рования в (30), (31), при необходимости, можно изменять на бесконечные.

   
	 а)	 б)

Рис. 3. К расчету а) амплитудно-фазового распределения поля в одиночной антенне  
и б) антенной решетке.
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В записи (30), (31) уже предусмотрено ограничение по частоте, так как частотно-зависимой 
является функция ( )J ¢ ¢-



 



0, ,i iI f r r . Эта зависимость следует из связи ( )J ¢ ¢-


 



0, ,i iI f r r  и эффективной 

поверхности антенны ( )J


,effA f . Известно [56], что последняя ограничивается широкополосно-

стью антенны, которую приближенно оценивают выражением s l20 /20ant antL , где sant  — точ-
ность поверхности антенны, antL  — диаметр апертуры. Эффективная поверхность антенны вне 
отмеченного диапазона длин волн резко падает. Физически диапазон определен из следующих 
причин: слишком короткие волны чувствительны к точности изготовления, а слишком длин-
ные — огибают антенну.

Однако на ограничение полосы частот в большей мере оказывает влияние линейная часть 
приемника (ЛЧП) с коэффициентом передачи ( )p 2K j f . С учетом этого, окончательно модели 

полезного сигнала на выходе ЛЧП запишем в виде

	 ( ) ( ) ( ) ( ) J
J p J p J

¥ ¥

¢ -¥-¥

ì üæ öï ï¢÷ï ïç ÷¢ ¢ç= +í ý÷ç ÷ï ï÷çè øï ïî þ
ò ò ò





  

 

 

0
1 , , 2 , exp 2
2 D

rs t I f r K j f A f j f t d dfdr
c

,	  (32)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) J
J p J p J

¥ ¥

¢ -¥-¥

ì üæ öï ï¢÷ï ïç ÷¢ ¢ ¢ç= - +í ý÷ç ÷ï ï÷çè øï ïî þ
ò ò ò





  

  

 

0
1 , , 2 , exp 2 .
2

i

i i i i
D

rs t I f r r K j f A f j f t d dfdr
c

	  (33)

В записи (33) учтено, что различные ЛЧП могут характеризоваться разными передаточными 
характеристиками. Следует отметить, что выбором ( )p 2K j f  можно реализовать СШП, многоча-

стотный или узкоплосный прием РТИ.
Важно отметить, что при решении задач предполагается, что спектрально-угловая плотность 

комплексной амплитуды удовлетворяет условию [9] спектрально-угловой некоррелированности
	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )J J J d d J J* = - -

    

 

1 1 2 2 1 1 1 2 1 2, , ,A f A f B f f f ,	  (34)

где 	 ( )J


1 1,B f  — спектрально-угловая плотность мощности, рассматриваемая в работе как гипер-

спектральное РМИ, ( )d ×  — дельта-функция, « * » — символ комплексного сопряжения, ×  — опе-

ратор статистического усреднения.
Рассмотрим статистические характеристики сигналов (32) и (33). Ранее в первом разделе 

отмечалось, что сигналы РТИ — это гауссовские шумы с нулевым средним ( ( ) =0s t ). Соответ-

ственно, в рамках гауссовой теории, полное описание такого процесса дает его корреляционная 
функция (КФ). КФ между сигналами на выходе i -го и j -го каналов ЛЧП имеет вид

	
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )( ){ }

J p p p

J J J p J J J

¥
*

-¥

¥
-

-¥

- = = - ´

¢ ¢ ¢´ - - -

ò

ò



 

     

 

, 1 2 1 2 1 2

1
0 0

1, , 2 2 exp 2
2

, , exp 2 ,

s ij i j i j

eff i j

R t t B f s t s t K j f K j f j f t t

A f B f j f r r c d df( )
	  (35)

где

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )J h J l p h J l p h J- - -= = = ×
   

 

2 2
2 2 2 1 2 1

max, , 4 , 4 ,eff N HA f c f F f D f D f F f( ) ( ) 	  (36)

– эффективная площадь антенны, зависящая от длины волны l , коэффициента полезного дей-
ствия h  антенны (в случае отсутствия омических потерь в антенне и согласованной нагрузке 
h=1 ), коэффициента направленного действия антенны

	 ( )
( )

( )p
q f q f

q f
W

=
Wò




2

2
4, , , ,
, ,

H

H

D f F f
F f d

,	
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который с точностью до постоянного коэффициента

	 ( )
( ) ( )

p p

q f
W

= =
WWò 

max 2
4 4
, , effH

D f
fF f d

	

равен нормированной к единице ДН антенны по мощности
	 ( ) ( ) ( )q f q f

-
=  

2 2 2
, , , , ,0,0HF f F f F f .	

На практике восстановлению чаще подлежит не спектральная радиояркость J¢


,B f( ) , а радио-

яркость, приведенная к центральной частоте, т. е. J J¢ ¢=
 

0 ,B f B( ) ( ) . В радиодиапазоне функция 

J¢


,B f( )  имеет монотонный по частоте характер. Тогда, воспользовавшись теоремой о среднем, 

без потери общности перейдем от J¢


,B f( )  к ее среднему по частотам значению J¢


B( ) .
Фактически большинство оцениваемых параметров в радиометрии связаны некоторой 

моделью с функцией J¢


B( ) . В [9, 57–59] предложена и исследована методика извлечения пара-

метров исследуемых объектов по оценкам J¢


B( ) . При этом возможно определить оптимальные 

условия проведения экспериментов. Поэтому далее вместо функции J¢


B( )  в аргументе КФ 

будем писать l


.
В случае использования M -элементной АР, полное статистическое описание всех сигналов 

дает матрица корреляционных функций ( )J-


1 2 ,sR t t B( )  размера ´M M , элементами которой 

являются КФ (36). Здесь и далее подчеркиванием снизу обозначаются матрицы.
Для сигнала на выходе одиночной антенны ( =i j ) упростим КФ (35) и запишем

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ){ } ( )

l

p p J J J J
¥ ¥

-¥ -¥

- = =

¢= - -ò ò



   



1 2 1 2

2

1 2 0

,

1 2 exp 2 , .
2

s

eff

R t t s t s t

K j f j f t t A f B d df( )
	  (37)

Полезные сигналы на выходе ЛЧП всегда наблюдаются на фоне внутренних шумов прием-
ника, которые аппроксимируем белыми гауссовскими шумами, пересчитанными ко входу ЛЧП.  
В M -антенной системе эти шумы запишем в виде

	 ( ) ( ) ( ) ( )p p p
¥

-¥

= ò  

1 2 2 exp 2
2i i in t K j f N j f j f t df ,	  (38)

где ( )p 2iN j f  — i -я реализация спектра белого гауссовского шума ( )hi t  с нулевым средним, 

пересчитанного на вход ЛЧП.
Несложно видеть, что элементы корреляционной матрицы (КМ) шумов ( )-1 2nR t t  равны

	 ( ) ( ) ( ) ( )d- = = -, 1 2 1 2 0 , 1 2
1
2n ij i j n ij h ijR t t n t n t N R t t ,	  (39)

где 0
1
2 nN  — двухсторонняя СПМ,

	 ( ) ( ) ( ) ( ){ }p p p
¥

*

-¥

- = -ò  

, 1 2 1 22 2 exp 2h ij i jR t t K j f K j f j f t t df ,	  (40)

	 d
ì =ïï=íï ¹ïî

1 ,
0ij

i j
i j

	  (41)

– символ Кронекера.
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Соответственно, для одноканальной системы ( =i j ) выражения (39), (40) примут вид

	 ( ) ( ) ( ) ( )- = = -1 2 1 2 0 1 2
1
2n n hR t t n t n t N R t t ,	  (42)

где 0
1
2 nN  — двухсторонняя СПМ шума,

	 ( ) ( ) ( ){ }p p
¥

-¥

- = -ò 

2

1 2 1 22 exp 2hR t t K j f j f t t df .	  (43)

Модели уравнений наблюдения
Уравнения наблюдения представим в виде аддитивной смеси полезных сигналов и шумов. 

Для исключения сингулярного решения задач оптимизации введением в уравнения наблюде-
ния белые гауссовские шумы ,r in t( )  — статистические регуляризаторы. В отличие от [9], эти 

шумы представим в виде суммы двух составляющих
	 = +, ,r i ra i rbn t n t n t( ) ( ) ( ) ,	  (44)

где ,ra in t( )  — регуляризирующий шум i -го канала, rbn t( )  — регуляризирующий шум, обеспечи-

вающий наличие после кросскорреляционной обработки недоусреднённой мощности межка-
нального шума.

Среднее значение (44) равно нулю. Статистические характеристики шума rbn t( )  полагаются 
одинаковыми для всех возможных пар приемников. Введение двойного регуляризирующего 
шума исключает сингулярные решения, возникающие при кроссканальной обработке шумов.

Элементы КМ регуляризирующих шумов (44) имеют вид

	 ( ) ( ) ( )d d d= = - + -, 1 2 , 1 , 2 0 1 2 0 1 2
1 1,
2 2r ij r i r j ra ij rbR t t n t n t N t t N t t( ) ( ) ,	  (45)

где 00.5 raN , 00.5 rbN  — двухсторонние СПМ составляющих регуляризирующего шума (предпола-
гается, что >0 0ra rbN N  и 0 0n raN N ).
Уравнения наблюдения на выходе i -й ЛЧП запишем в виде

	 ( ) ( ) ( ) ( )= + + ,i i i r iu t s t n t n t .	  (46)

КФ уравнений наблюдений (46) на выходах i -го и j -го каналов равна

	 ( ) ( ) ( ) ( )× = = × + × + ×1 2 , , ,ij i j s ij n ij r ijR u t u t R R R( ) ( ) ,	  (47)

где составляющие в правой части этого выражения определены соответственно (35), (39) и (45).
Предложенные модели сигналов, шумов, уравнений наблюдений и их статистических харак-

теристик — это основа для решения задач статистического синтеза РМУС.

Статистический синтез несканирующих и сканирующих радиометрических устройств 
полной мощности и компенсационного типа

Постановка оптимизационной задачи синтеза несканирующих радиометрических 
устройств полной мощности и компенсационного типа
Методом максимального правдоподобия необходимо на интервале наблюдения [ ]Î 0,t T  дать 

оптимальную оценку неизвестных параметров l


 сигнала ( )s t , наблюдаемого на фоне внутрен-

них шумов радиометра n t( ) . И сигнал ( )s t  и шум n t( )  являются случайными процессами типа 

белого шума и разделить их при обработке невозможно. Чаще всего оцениванию подлежат пара-
метры li  (l l l l l= ×××



1 2 3, , , ,T
N ) не сигнала, а его статистических характеристик (мощности или 

связанных с ней энергетического спектра и радиояркостной (эквивалентной) температуры 
источника излучения 

sT ). С радиояркостной температурой связаны электрофизические пара-
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метры различных природных сред (диэлектрическая проницаемость, проводимость, скорость 
приводного ветра, среднеквадратическая высота морских волн, термодинамическая темпера-
тура и др.). Таким образом, связь параметров l



 с сигналом s t( )  может быть непосредственной, 
как связь математической функции и ее аргумента, или косвенной, как связь случайного про-
цесса с его статистическими характеристиками.

Для оценок нескольких параметров необходим многоканальный радиометр, принимающий 
сигналы различных поляризаций, в различных частотных поддиапазонах, с различных направ-
лений и т. п. Этим обеспечивается необходимый набор уравнений (обычно нелинейных) для 
определения всех неизвестных параметров.

Решение задачи дано в [9, 18, 28], поэтому сформулируем начальные условия и, опуская осо-
бенности промежуточных решений, ограничимся основными результатами.

В качестве уравнения наблюдения примем модель (46), которая для одноканальной системы 
примет вид	 ( ) ( ) ( ) ( )= + + ru t s t n t n t ,	  (48)

где модель сигнала ( )s t  задана уравнением (32), а шумов ( )n t  и ( )n t  — уравнениями (38), (44).

При решении задачи используются следующие допущения:
1) все процессы, входящие в уравнение (48) гауссовы, с нулевыми средними
	 =0s t( ) , =0n t( ) , =0rn t( ) ;	  (49)

2) автокорреляционные и взаимно-корреляционные функции имеют вид
	 l d= -



1 2 0 1 20.5 ss t s t N t t( ) ( ) ( ) ( ) ,	  (50)

	 d= -1 2 0 1 20.5n t n t N t t( ) ( ) ( ) ,	  (51)

	 d= -1 2 0 1 20.5r r rn t n t N t t( ) ( ) ( ) ,	  (52)

	 = = =1 2 1 2 1 2 0r rs t n t s t n t n t n t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,	  (53)

где l


00.5 sN ( ) , 00.5N  и 00.5 rN  — двухсторонние ( Î -¥ ¥,f ( )) СПМ соответственно полезного слу-
чайного процесса, внутренних шумов радиометра и регуляризирующей добавки;

3) 	 0 0rN N  и 0 0r sN N .	  (54)
Выход радиометра обычно калибруется в единицах шумовой температуры. Температуры 

источника излучения, внутреннего шума и регуляризирующей добавки связаны с соответству-
ющими энергетическими спектрами следующими соотношениями:

	 l l= 

0s B sN k T( ) ( ) , = 

0 B nN k T , = 

0r B rN k T .	  (55)
Найдем КФ уравнения наблюдения в виде (см. (37), (42), (43))
	 ( )l d= = + - + -1 2 1 2 0 0 1 2 0 1 2, 0.5 0.5 ,u s h rR t t u t u t N N R t t N t t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 	  (56)

где ( )-1 2hR t t  определено выражением (43) и предполагается, что используется антенна с эффек-

тивной площадью, удовлетворяющей равенству ( ) ( )J J J J- = -
   

0 0 0, ,eff effA f A f , 0f  — центральная 

частота настройки приемника, = +0 0 0r ra rbN N N .

Решение оптимизационной задачи
Оптимальное решение получим ММП. Для этого найдем максимум функционала 

правдоподобия

	 ( )l l l
é ù
ê úé ù = - =ë û ê ú
ê úë û

ò ò 1 1 2 2 1 2
0 0

1| exp , , max
2

T T

p u t k u t W t t u t dt dt( ) ( ) ( ) ( ) ,	  (57)

где ×W( )  — функция, обратная КФ, определяемая из уравнения обращения вида

	 ( ) ( ) ( )l l d= -ò 1 2 2 3 2 1 3
0

, , , ,
T

R t t W t t dt t t ,	  (58)

lk( )  — параметр, зависящий от l . Физический смысл имеет только производная от lk( ) .
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Дифференцируя логарифм функционала правдоподобия и приравнивая его нулю, получим 
уравнение правдоподобия в виде

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
l l

l
l l

- - =ò ò ò ò1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

0 0 0 0

, , , ,1 1, , 0,
2 2

T T T TdR t t dW t t
W t t dt dt u t u t dt dt

d d
	  (59)

Решением (59) будет уравнение
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K j f K j fNN df df
K j f K j f

K j f U j f df
K T K j f

( ) ( )
( )

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( )
( ) ( )

	  (60)

где a l l= +2
0 0 0 0

ˆ ˆ[ ]r sN K N N( ) ( ) , l̂  — оценка параметра, 2
0K  — коэффициент усиления по мощно-

сти входной части приемника на центральной частоте, p p p= =   

í 0 0| 2 | | 2 | | | | 2 |K j f K j f K K j f K( ) ( ) ( )  

— нормированная АЧХ, p 2TU j f( )  — спектр наблюдения. Здесь и далее от искомого параметра 
зависит энергетический параметр сигнала, который через электродинамические, регрессион-
ные или эмпирические модели связан с оценкой l̂ . Непосредственно l̂  находится из решения 
обратной задачи.

В правую часть (60), характеризующую непосредственно операции оптимальной обработки 

наблюдения, входит фильтр с АЧХ 
p

p a l+





í

í í

2

2 2 2
0

2
ˆ| 2 |

K j f

K K j f

( )

( ( ) ( ))
, в котором операции согласованной 

фильтрации соответствует числитель, а операции декорреляции — знаменатель. Зависимость 
знаменателя от искомой оценки l̂  подчеркивает, что этот фильтр должен быть адаптивным.

Подынтегральные функции в левой части (60) описывают квадрат модуля АЧХ входного 
тракта приемника. Тогда интеграл
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( ) ( )( )
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p
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2 ˆ2
ˆ2

f

K j f
df F

K j f
	  (61)

– это ширина двусторонней полосы пропускания (по  мощности) входных цепей приемника с 
учетом согласованной и декоррелирующей фильтрации. Подставляя (61) в (60) получим опти-
мальный алгоритм обработки сигналов в радиометре полной мощности

	 p
s s p

p a l

¥

-¥

+ =
+ò







í

í í

2

2 2
2 2
0

1 2ˆ ˆ 2ˆ| 2 |s n T
K j f U j f df

K T K j f
( ) ( )

( ) ( )
,	  (62)

где s l l= D2
0

ˆ ˆˆ s sN F( ) ( )  и s l= D2
0

ˆˆ n nN F( )  — дисперсии полезного сигнала и внутренних шумов на 
выходе радиометра полной мощности. 

Этому алгоритму соответствуют следующие операции обработки наблюдения: согласован-
ной фильтрации наблюдения p p 

í 2 2TK j f U j f( ) ( )  и последующей его декорреляции 

p p
p a l+

 



í

í í
2

2 2
ˆ| 2 |

TK j f U j f
K j f
( ) ( )
( ) ( )

; вычисление квадрата модуля × 2  наблюдения после фильтрации; усреднения 

по частоте и нормировки множителем ( )-12
0K T . Во временной области алгоритм (62) примет вид

	 ( )s s+ = ò2 2 2
2
0 0

1ˆ ˆ
T

s n wu t dt
K T

,	  (63)

где ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t= - -òò 1 1 1w m du t u h h t d d  — наблюдение во временной области после прохож-
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дения согласованного и декоррелирующего фильтров с импульсными характеристиками 

( ) { }p-= 

í
1 2mh t F K j f( )  и ( ) { }p a l

-
- é ù= +ê úë û



í í

11 2 ˆ| 2 |dh t F K j f( ) ( ) , {}- ×1F  — оператор обратного преоб-

разования Фурье. На рис. 4 показана структурная схема радиометра полной мощности.

Рис. 4. Структурная схема радиометра полной мощности: А — антенна;  
( ) { }p-= 

í
1 2h t F K j f( )  — импульсная характеристика входных цепей приемника;  

=mh t h t( ) ( )  — импульсная характеристика согласованного фильтра;  

dh t( )  — импульсная характеристика декоррелирующего фильтра.

Из (62), (63) можно получить радиометры компенсационного типа. Для этого перенесем дис-
персию (мощность) внутренних шумов приемника из левой части уравнений в правую

	 p
s p s

p a l

¥

-¥

= -
+ò






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í í

2

2 2
2 2
0

1 2ˆ ˆ2ˆ| 2 |s T n
K j f U j f df

K T K j f
( ) ( )

( ) ( )
,	  (64)

	 ( )s s= -ò2 2 2
2
0 0

1ˆ ˆ
T

s w nu t dt
K T

.	  (65)

Часто выход радиометров калибруют в единицах температуры. Для этого в s l l= D2
0

ˆ ˆˆ s n s nN F( ) ( )( ) ( )  

подставим (55) и, решив относительно яркостных температур, получим

	 s s
l

l l
= =

D D
 

2 2ˆ ˆˆˆ ˆ,ˆ ˆ
s n

s n
B B

T T
k F k F

( )
( ) ( )

.	  (66)

Структурную схему компенсационного радиометра получим подключением на выход схемы 
(см. рис. 4) радиометра полной мощности вычитающего устройства (например, потенциометра).

Додетекторная часть приемника, которую часто называют линейной, может быть выполнена 
по любой из классических схем приемных устройств прямого усиления или супергетеродинного 
типа. Как единое целое она характеризуется коэффициентом передачи p 2K j f( )  (или связанной 
с ним импульсной характеристикой h t( )).

На практике большее распространение получили радиометры полной мощности, которые зна-
чительно проще калибровать. Внутренняя калибровка современных космических микроволно-
вых радиометров [60, 61] проводится на каждом скане измерением излучения эталонного излу-
чателя (абсолютно «черного» тела) и реликтового излучения космического пространства 2.7 К.

Потенциальные характеристики радиометров
Двукратным дифференцированием функционала правдоподобия (57) по искомому параме-

тру с последующим усреднением находим элемент матрицы Фишера

	 l l
l

é ù
ê ú= + D
ê úë û

Ô
2

0 0
ˆ ˆln s

dT N N F
d

( ( ) ) ( ) ,	  (67)

где lD ˆF( ) определяется выражением (61). Тогда потенциальная точность оценки параметра равна

	 ( )ls l l l
l

-
- - é ù¶ê ú= = D + +

ê ú¶ë ûÔ

2
2 1 1 2

0 0 0 0
1 ˆ ˆ ˆ

s sT F N N N N( )( ( ) ) ( ) ,	  (68)

или, учитывая (66), в виде

	 ls l l l
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-
- - é ù

ê ú= D + +
ê úë û
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2
2 1 1 2ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

s n s n
dT F T T T T

d
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В частном случае, полагая, что оцениваемым параметром является температура l= 

sT , пре-
дельная погрешность ее оценки будет равна

	 s - -= D +


  2 1 1 2ˆ ˆ ˆ
s

s s nT
T F T T T( )( ) .	  (69)

Предельная погрешность оценки ˆ
sT  является характеристикой потенциальной точности 

измерений этой величины. Из анализа формул (68), (68) и (68) следует, что предельные погреш-
ности оценки параметров зависят от времени наблюдения и эквивалентной ширины полосы 
частот результирующей АЧХ радиометра, включающей декоррелирующий фильтр, а также от 
соотношения сигнал/шум.

Определение потенциальной флуктуационной чувствительности (ПФЧ) радиометра
Как и всякие радиоприемные устройства, радиометры характеризуются одним из главных 

показателей — чувствительностью. Однако, в отличие от приемников информационных сигна-
лов, генерируемых передающими устройствами, радиометрические приемники обрабатывают 
шумовые сигналы, являющиеся собственным РТИ нагретых тел. В связи с этим определение их 
чувствительности несколько отличается от соответствующих определений, принятых при рас-
смотрении радиоприемных устройств, использующихся в системах передачи информации, связи 
и активной радиолокации.

Методика оценки ПФЧ дана в [11]. Из формулы (69) следует, что температура 

sT  может быть 
измерена с точностью до величины

	 s - -= + D = + P   



0.5 0.5ˆ ˆ ˆ ˆT T 2 T Ts n s n fTs
T F T( )( ) ( )( ) .	  (70)

Отношение сигнал/помеха на выходе радиометра

	 d d
s sD

D

= =




S S
T

P Ts

P Tq .	  (71)

Очевидно, что прирост температуры d 

ST  ( d+ 

s ST T ) можно обнаружить, если он будет превы-

шать величину погрешности ее измерения, т. е. если d s>
S Ts

T . Значение d s=
S Ts

T , при котором 

отношение сигнал/помеха на выходе радиометра равно единице [62], называют чувствительно-
стью радиометра. 

Поскольку в соответствие с теорией Крамера-Рао величина s
Ts

, определяемая формулой 

(69), соответствует предельной погрешности измерений величины 

sT , то значение d s=

minS Ts
T  

является потенциальной чувствительностью радиометра. ПФЧ равна такому минимальному 
предельно достижимому приращению температуры d 

ST  полезного излучения по отношению к 
среднеквадратическому отклонению флуктуационной составляющей недоусредненной добавки 
s

Ts
, при котором отношение сигнал/помеха на выходе радиометра с рассмотренной выше опти-

мальной обработкой равно единице.
В зависимости от соотношений величин ˆ

sT  и 

n̂T  целесообразно рассмотреть такие варианты 
расчетных формул ПФЧ:

1) температуры ˆ
sT  и 

n̂T  по величине сопоставимы друг с другом. Тогда чувствительность 
радиометра следует рассчитывать по формуле (69)

	 d -= + P   0.5
min

ˆ ˆ2 T Ts n fT T( )( ) ;	  (72)

2) пусть  



ˆ ˆ
s nT T . Этот вариант называют малосигнальным, чаще всего встречающимся в 

радиоастрономии при исследовании слабомощных источников радиоизлучения звездного неба. 
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В этом случае помеховая добавка в основном обусловлена недоусреднением шумовой состав-
ляющей квадрата случайного процесса nu t( )  и потенциальную чувствительность следует опре-

делять так	 ( )d
-

= P 

0.5

min
ˆ2 Tn fT T .	  (73)

3) пусть  



ˆ ˆ
s nT T . Такое соотношение имеет место при исследовании мощных источников 

излучения (Солнца, раскаленных или сильно нагретых тел и т. п.). В этом случае помеховая 
добавка в основном обусловлена недоусреднением полезной составляющей квадрата случай-
ного процесса su t( )  и чувствительность определяется следующей формулой

	 ( )d
-

= P 

0.5

min
ˆ2 Ts fT T .	  (74)

Необходимо отметить, что если во втором случае речь идет об обнаружении наличия темпе-
ратуры полезного излучения ˆ

sT , то в первом и третьем случаях температуры ˆ
sT  достаточно 

велики, вполне наблюдаемы, и речь может идти об обнаружении температурных контрастов 
(приращений температуры d 

ST ).

Инженерная реализация компенсационного радиометра. 
Потери, возникающие при переходе к инженерной реализации
Практическая реализация алгоритмов (62) — (65), из-за наличия в их структуре декоррели-

рующего фильтра, достаточно сложна. Существенно упростить этот алгоритм можно исключив 
операции согласованной фильтрации и декорреляции

	 ( ) ( )s s+ = ò2 2 2
2
0 0

1ˆ ˆ
T

s n eng
u t dt

K T
,	  (75)

где	 ( ) p
¥

-¥

=ò ò 
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2
T

Tu t dt U j f df( ) ,	  (76)
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-¥

D = ò 

í

2
2 2F K j f df .	  (77)

Погрешность оценки на выходе такого радиометра получим из (69) в следующем виде:
	 s - -= D +



 

,

2 1 1 2ˆ ˆ
s eng

s nT
T F T T( ) .	  (78)

Потери точности оценим отношением

	
s

s
D

=
D





,

0

2

2

ˆ
s eng

s

T s

T

F T
F
( ) .	  (79)

Из анализа этого отношения следует, что при переходе к инженерной реализации синтезиро-
ванного алгоритма возникают потери, связанные с отсутствием операции расширения полосы 
входных цепей радиометра (отсутствием декоррелирующего фильтра). В [40] показано, что 
регуляризирующая добавка имеет физический смысл — это шум последнего блока перед доде-
текторным каскадом, влияние которого в сравнении с шумом первых блоков пренебрежимо. 
Этот шум определяет степень декорреляции, которая может существенно расширить адаптив-
ную полосу входных цепей. В таком случае, чтобы потери были менее существенными, целесоо-
бразно сразу использовать предельно возможную ширину полосы входного тракта.

Статистический синтез алгоритмов обработки сигналов в сканирующих и подвиж-
ных радиометрических устройствах полной мощности и компенсационного типа
В [9, 21, 33, 34, 36, 37, 41] решены задачи статистического синтеза, анализа и аттестации алго-

ритмов обработки сигналов в радиометрических приемниках со сканирующей ДН антенны. 
Использование сканирующих или несканирующих, но расположенных на подвижных носителях 
радиометров позволяет формировать оценки яркостной температуры или мощности РТИ как 
функции пространственных координат, т. е. формировать радиометрические изображения (РМИ).
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Постановка оптимизационной задачи
В сканирующем радиометре в текущий момент времени сканирования t  необходимо дать 

оптимальную оценку спектрально-угловой J


,B f( )  (спектрально-пространственной 


,B f r( ) ) 

плотности мощности, представляющую собой РМИ как функцию угловых координат J


 (коорди-
нат поверхности 



r ).

Геометрия задачи. Уравнение наблюдения
На рис. 5 показана геометрия задачи. В рассматриваемой постановке закон изменения направ-

ления сканирования неважен, важно то, что направление максимума ДН J J-
 



0,F f t( ( ))  антенны 

J


0  изменяется во времени, т. е. J


0 t( ) .

Рис. 5. Геометрия задачи.

Полагаем, что оптимальной обработке подлежит сигнал J


0,s t t( ( )) , прошедший антенну и вход-

ные цепи радиометра, характеризуемые некоторой частотной характеристикой p 2K j f( ) . Запись 

J


0,s t t( ( )) указывает на то, что сигнал является функцией времени t  и текущего углового положе-

ния J


0 t( )  ДН антенны. Уравнение наблюдения (46) с учетом сканирования представим в виде

	 J J= + +
 

0 0, , ru t t s t t n t n t( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ,	  (80)
где

		  J J
J J p p J

¥ ¥ ¥

-¥-¥-¥

ì üæ öï ï¢ - ÷ï ïç ÷¢ ¢ç= -í ý÷ç ÷ï ï÷çè øï ïî þ
ò ò ò

 



  

 

  

0
0, , , 2 exp 2 r ts t t A f I f r K j f j f t dfdr d

c
( ( ))( ( )) ( ) ( ) ( ) 	  (81)

– полезный сигнал на выходе линейной части радиометра.
Корреляционную функцию наблюдения представим в виде

	
t J J t

J

l d

l l J

té

= + - +

ù- = + +ê úû

- =

= ë
 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 0 0 1 0, 0.5 ,

, , , ,

, 0.5 ,
u s n n

u A r

r

hR t

R t t R t t R t

t B f t N R

t R t t

N

( ( )) ( ( )

( ) ( ( ))

) ( ) (

( )( () )

)
	  (82)

где ×nR ( )  и ×nrR ( )  определены выражениями (51) и (52), а КФ полезного сигнала имеет вид

	 J J J J J
¥

-¥

= -ò
    

0 0 1 0 0 1, , , .A effB f t B f A f t d( ( )) ( ) ( ( ))
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Решение оптимизационной задачи
Оптимальный алгоритм найдем из решения уравнения

	
l J l J l J

d J l J

dl J
= »

é ù
ê úë û =

  

 



0

ˆ

ln , |
0

ucm

tp u t

( ) ( ) ( )

( ) ( )(

( )

)
,	  (83)

где l J J=
 

0 ,B f( ) ( )  ‒ искомый параметр как функция угловых координат,

	 ( )J l J l J J l J J
ì üï ïï ïé ù = -í ýê úë û ï ïï ïî þ

ò ò
     

1 1 2 2 1 2
0

0 0 1 0 2
0

1, | exp , , , ,
2

t t

ut tp u t k u t W t t u t dtt dt( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )( ) ( ) ( )) ( ) 	  (84)

– условная плотность вероятности наблюдения J


0,u t t( ( ))  при фиксированном параметре l J


( )  

(функционал правдоподобия), l J


1 2, ,uW t t( ( ))  — функция, обратная КФ l J


1 2, ,uR t t( ( )) , которая 
находится из интегрального уравнения обращения вида

	 ( )l J l J d= -ò
 

1 2 2 3 2 1 3
0

, , , ,
T

u uR t t W t t dt t t( ( )) ( ( )) ,	  (85)

( )l J


k ( )  — параметр, зависящий от l J


( ) , d
dl J



( )
 — знак вариационной производной.

Решив уравнение (83) получим оптимальный алгоритм в виде

	
q

J J J l J J J l J J¢ ¢ ¢ ¢Y - + =ò ò
       

2
0 0 0

0

ˆ ˆˆ0.5 , , , 0.5 , , ,
t

FG FdB f f d N C u t dt( ) ( ( )) ( ( )) ( ) 	  (86)

где	 J J l J J J J J l J¢ ¢Y - = - - Dò
       

0 0 0 1 0 0 1 1 1
0

ˆ ˆ, , 2 , , ,
t

FG eff efff A f t A f t F t dt( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) 	  (87)

– радиометрический аналог функции неопределенности (ФН),

	
p

l J
l J

¥

-¥

D = ò






4

1 2
1

2ˆ2 , ˆ, ,

K j f
F t df

G f t

( )
( ( ))

( ( ))
	  (88)

– ширина полосы двухсторонней частотной характеристики входного тракта радиометра после 
согласованного и декоррелирующего фильтров,

	 { }t p Jt tl J l J p
¥

-¥

é ù= - - = + +ê úë ûò
  



2

1 1 1 0 0 1 0, , exp 2 0.5 , 2 0.5, ,, u A rG f t R t t j f d B f t N K j f N( ) ( )( ) ( () ( ( )) )

	 J l J J J l J= - Dò
    

0 0 1 1 1
0

ˆ ˆ, 2 , ,
t

effC A f t F t dt( ( )) ( ( )) ( ( )) ,	  (89)

J


,Fdu t( )  — наблюдение, сглаженное ДН и прошедшее декоррелирующий фильтр.
Здесь, как и ранее в алгоритме оптимальной обработки сигналов в компенсационном радио-

метре, правая часть приравнивается левой. Анализ левой части раскрывает физический смысл 
восстанавливаемого РМИ. А именно, РМИ — это сглаженная ФН (87) радиометра оценка спек-
трально-угловой плотности мощности J¢



0
ˆ ,B f( ) .

Возможность пространственного сверхразрешения в сканирующем радиометре

Если предположить, что существует функция J J l J- ¢Y -
  

1
0

ˆ, ,FG f( ( )) , удовлетворяющая инте-
гральному уравнению обращения

	 ( )J J l J J J l J J d J J-¢ ¢¢ ¢ ¢¢Y - Y - = -ò
        

1
0 0

ˆ ˆ, , , ,FG FGf f d( ( )) ( ( )) ,	  (91)

то, умножив обе части выражения (86) на J J l J- ¢¢Y -
  

1
0

ˆ, ,FG f( ( ))  и, интегрируя по J


, восстановим 
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функцию J


0
ˆ ,B f( )

	 q

J J J l J J J

J l J J l J

-¢¢ ¢¢= Y - -

¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢- -

ò ò
     

   

1 2
0 0

0

0

ˆˆ0.5 , , , ,

ˆ ˆ0.5 , 0.5 , ,

t

FG Fd

r

B f f u t dt d

N R N R

( ) ( ( )) ( )

( ( )) ( ( ))

	  (92)

где	
q

J l J J J l J J l J J-¢¢ ¢¢ ¢¢= Y -ò
       

1
0

ˆ ˆ ˆ, , , ,FGR f C d( ( )) ( ( )) ( ( )) ,	  (93)

		
q

q l q q q l q q l q q-¢¢ ¢¢ ¢¢= Y -ò 1
0

ˆ ˆ ˆ, , , ,W FG WR f C d( ( )) ( ( )) ( ( )) 	  (94)

– функции угловых координат, зависящие от ширины полосы частот входного тракта, диаграммы 
направленности и функции, обратной функции неопределенности радиометра.

Алгоритм оптимальной обработки (92) содержит следующие операции: пропускания наблю-
дения через согласованный и декоррелирующий фильтры с последующим синхронным с ДН и 
квадратичным детектированиями; пространственной декорреляции функцией 

J J l J- ¢¢Y -
  

1
0

ˆ, ,FG f( ( )) . Особенность синтезированного алгоритма состоит в следующем. Оценка 
РМИ записывается покоординатно в точки регистрирующей среды (пленки, ПЗС-матрицы и т.д.), 
положение которых соответствует направлению максимума ДН антенны. Т.е. алгоритм указы-
вает на обязательное соблюдение синхронности записи РМИ и сканирования ДН.

Алгоритм квазиоптимальной обработки сигналов
Синтезированный алгоритм оптимального восстановления угловой радиояркости (94) 

достаточно сложно реализовать на практике. Перейдем к квазиоптимальному алгоритму

	
q

J l J J J J J-¢¢ ¢¢ ¢¢+ = Y -ò ò
     

1 2
0 0

0

ˆˆ , ,
t

F FdP P R f u t dtd( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,	  (95)

или	 J l J JY
¢¢ ¢¢ ¢¢+ = ò
  

2
0

0

ˆˆ , ,
t

FdP P R u t dt( ) ( ) ( ) ( ) 	  (96)

где	
q

J J J J J-
Y

¢¢ ¢¢= Y -ò
    

2 1 2
0, , ,Fd F Fdu t f u t d( ) ( ) ( ) .	  (97)

Здесь J¢¢


P̂( )  — мощность сигнала, как функция пространственных координат, l0
ˆP ( )  — мощ-

ность внутренних шумов приемника.
Таким образом, результирующий алгоритм (96) содержит операции: умножения наблюдения 

на ДН антенны, декорреляции, свёртки с функцией, обратной ФН радиометра, квадратичного 
детектирования и интегрирования.

Потенциальная точность оценки параметров
Потенциальную точность оценивания получим аналогично алгоритму без сканирования в виде

	 ( ) ( )mm J J Js l J
-

-
-

F

é ù
ê úD - +ê ú=

úë
=F

ê û
ò

   

2 1

1
2 2

1 0 0 1 0 0 1 0 1
0

ˆ ˆ, , , ,
t

eff AB F t A f t B f t N dt( ( )) ( ( )) ( ( )) 	  (99)

где	
p

l J
p a l

¥

F

-¥

=
é ù+ê úë û

ò






4

1 22

1

2ˆ2 ,
2 ,

K j f
F t df

K j f t

( )
( ( ))

( ) ( )
, 

q

J J J J J¢ ¢ ¢= -ò
    

0 0 1 0 0 0 1
ˆ ˆ, , ,A effB f t B f A f t d( ( )) ( ) ( ( )) .

Для понимания физической сущности (99) достаточно рассмотреть его частный случай. Пре-
небрежем влиянием сканирования ДН за время наблюдения и =t T . Тогда (99) примет вид

	 ( ) ( ) J
l J J J J

l J J
s

J

-
-

F

F

é ù +ê úD - + =ê ú=
D -ê úë û

ò

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B f Ndt F A f B f N

T F A f
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( ( )) ( )

	  (100)
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Полученное выражение практически совпадает с потенциальной точностью оценивания для 
компенсационного радиометра, но в знаменателе (100) находится квадрат эффективной поверх-
ности рассеяния J J-

 

2
0 0,effA f( ) . Наличие этой функция позволяет оценить не только погрешно-

сти, вызванные обработкой сигнала в приемнике, но и неточным наведением ДН на заданное 
направление, характеризуемое вектором направляющих косинусов J



0 .

Потери точности, возникающие при переходе к алгоритму  
квазиоптимальной обработки сигналов
Перейдем к приближениям, введенным при переходе к квазиоптимальному алгоритму. Тогда 

выражение представим так

	
( )

( )

mm l J J J

l J

-

F

-

F Y

D + - =

=D + D

F = ò
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
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0

0 0

,

2

0

ˆ ˆ , ,

ˆ ˆ , ,
F

t

A effasi

A

qu F B f t N A f t dt

F B f N V

( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )

	

а потенциальная точность оценивания радиояркости будет иметь вид

	 ( )s l J- -
F Y

D += D
 2

12
0,

1
0 0

ˆ ˆ .,
F

AB quasi F V B f N( ) ( ) 	  (101)

Здесь 
q

J J J-
-

Y
¢¢D = Y -ò
  

1
1

0 ,
F

FV f d( ) .

Найдем потери точности, возникающие при переходе к алгоритму квазиоптимальной обра-
ботки сигналов

	
( ) ( ) ( )l J J J J

Js
s l

-

F Y
F

é ù
ê úD -

+
+ê ú

ê úë û
=

D D ò

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e
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( ( )) ( ( )) ( ( ))

( )

( )
	  (102)

Это выражение достаточно сложно исследовать аналитически. Конкретные значения потерь 
целесообразно определять численными методами.

Потенциальная флуктуационная чувствительность
Потенциальная флуктуационная чувствительность определим в соответствии с рассмотрен-

ной ранее методикой в виде

	 l J Js J J
-

-

F

é ù
é ùê úD - +ê úê úë ûê úë û

D = = ò
   

0.5
2

2
1 0 0 1 0 0 1 0 1

0
min

ˆ ˆ, , , .
t

eff AB F t A f tB B f t N dt( ( )) ( ( )) ( ( )) 	  (103)

При использовании квазиоптимального алгоритма, получим

	 J
s

lF Y

+
D = =

D D



0 0 0
ˆ ,

ˆ
F

A
B

B f NB
VF

( )

( )
.	  (104)

Из анализа этого выражения следует, что ПФЧ зависит от соотношения сигнал/шум, полосы 
частот декоррелирующего фильтра, времени наблюдения и скорости сканирования.

Требования к ширине полосы частот lFD ˆF ( )  входного тракта радиометра
Произведение lFD ˆ2 TF ( ) , входящее в большинство полученных ранее формул, определяет 

количество независимых отсчетов наблюдения, усредняемых в фильтре низких частот.  
Отметим, что в случае lFD <ˆ2 10TF ( )  усреднение становится неэффективным, а на радиометри-
ческом изображении появятся спеклы, для уменьшения которых на этапе вторичной обработки 
используют различные методы фильтрации. Целесообразно установить связь между полосой 
радиометра по высокой частоте lFD ˆ2 F ( ) , временем интегрирования T  и скоростью сканирова-
ния scanV  с учетом скорости движения CV  и высоты полета H  летательного аппарата, размеров 
апертуры антенны ,x yD  и диапазона углов сканирования ( )q qmin max, .
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На рис. 6 показана геометрия расположения сканирующего радиометра на летательном аппа-
рате. Введены следующие обозначения: H  – высота полета летательного аппарата; q= /cosR H ( ) ; 
qmin  и qmax  — минимальный и максимальный углы наклона диаграммы направленности антенны; 

Y
D

F S
V  — ширина функции неопределенности в направлении сканирования; 

Y
D

F x
V  и  

Y
D

F y
V  — ширины функции неопределенности вдоль азимутальной и угломестной координат.

Рис. 6. Геометрия сканирования с летательного аппарата.

Жирной линией со стрелками обозначено направление сканирования максимума ДН антенны 
радиометра. Функции неопределенности радиометра пересчитаны к подстилающей поверхно-
сти и показаны в виде выпуклых поверхностей на рис. 6. В начальный момент времени летатель-
ный аппарат расположен в точке 1 ,0,x H( ) . Очевидно, что при перемещении на ширину функции 
неопределенности 

Y
D

F x
V  (летательный аппарат сместится в точку 2 ,0,x H( ) ) луч ДН должен 

дважды (вперед и назад) просканировать в секторе углов ( )q qmin max, , т. е. скорость сканирования 

должна быть равной

	 ( )q q q

D D

- D
= =max min2 2

scan
X X

V
T T

,	  (105)

где DXT  — время, за которое летательный аппарат сместится на расстояние равное 
Y

D
F x

V .

Ширину ДН по нулям, а соответственно и функции неопределенности, в первом приближении 

можно оценить выражением	 l
Y

D »2
F x y

x y

V
L( )
( )

,	  (106)

где l  — длина волны, соответствующая центральной частоте полосы входного тракта радио-
метра; x yL ( )  — размер апертуры антенны вдоль координаты x  y( ) .

Линейная разрешающая способность по азимуту на расстоянии minR  равна (
Y

Dmin
F x

R V )

	 l
q

l
Y

D = =D » min mi
in

n
m

2 2
cosF x

x x

V R R
L L

HX
( )

.	  (107)
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Время, за которое летательный аппарат пролетает расстояние DX

	 l
qD = »D

mino
2 1/

c sx
X

HT VX
L V( )

,	  (108)

где V  — скорость летательного аппарата, на котором размещен радиометр.
Подставляя выражение (108) в (105) получим скорость сканирования радиометра

	 q
l

qD
= mincos

sca
x

n
L VV

H
( ) .	  (109)

Найдем время сканирования scanT , определяющее постоянную интегрирования в радиометре 
сканирующего типа. Это время определяется шириной функции неопределенности радиометра 
вдоль направления сканирования 

Y
D

F S
V . Учитывая, что 

Y Y
D »D

F FS y
V V  найдем

	 l -
Y

D = 12
F

yy
V L .	  (110)

Величину 
Y

D
F y

V  находим из уравнения

	
Y

D =
F

scan scany
V V T .	  (111)

Сопоставляя выражения (110) и (111), а также учитывая (109), имеем
	 l q q -= D mi

2 1
n2 cosx yscan L LT H V( ( ) ) .	  (112)

Выше было отмечено, что для эффективного подавления спеклов на РМИ необходимо, чтобы 
выполнялось условие	 lFD >10ˆ2 scanTF ( ) ,
т.е. ширина полосы входного тракта радиометра должна удовлетворять уравнению

	 q ql l-
F

--D > = D1 1
min

25 2,5 coˆ sx yscanT VF L HL )( ) ( .

Пример. Пусть =300V  [м/с], =3xL  [м], =1xL  [м], q =min 0 , l=0.03  [м], =1000H  [м].  

Тогда для двух значений высот получим lF = >D , 1000 .ˆ 2 5HF ( )  [кГц] и lF =D >, 100 2ˆ 5HF ( )  [кГц].

Из анализа примера следует, что в простейших случаях в однолучевых радиометрах всегда 
выполняется условие lFD >ˆ 5scanTF ( ) , т. е. РМИ всегда достаточно сглажены и не содержат спекл-
шума, характерного для радиолокационных изображений. Однако при использовании специаль-
ных антенных систем, обеспечивающих высокую разрешающую способность возможны ситуа-
ции, когда РМИ будет искажено спеклами и потребуется дополнительная фильтрация на этапе 
вторичной обработки.

Повышение качества РМИ использованием весовой обработки АФР поля  
в апертуре антенны. Весовые функции Кравченко
Связь между АФР в антенне и эффективной поверхностью антенны, входящей в ФН (87) ради-

ометра, определяется следующим выражением [21]:

	 ( )J J h J p J
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¥
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

1
0 1 0 0 1, exp 2I r t I r j f t r c( ( )) ( ) ( )  — амплитудно-фазовое распределение поля в апертуре 

антенны, 0f  — центральная частота настройки приемника, c  — скорость распространения 
электромагнитной волны в пространстве, h  — коэффициент полезного действия антенны,  
¢r  — радиус-вектор, характеризующий координаты апертуры антенны,
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Выбором АФР ×I( )  изменяют вид ФН радиометра и, соответственно, качество РМИ. АФР кор-
ректируют весовыми функциями Хемминга, Ханна, Кайзера, Кравченко и др. Вид двумерных ФН 
сканирующего радиометра, построенных в предположении, что АФР в антенне равномерное, 
взвешенное функцией Хемминга и Кравченко - +

0.2
21 0.01 0.01fup r( ) ( ) , показан на рис.  7–9.  

При формировании весовой функции Кравченко использован алгоритм, приведенный в [63] и 
атомарные функции семейства Nfup t( )  [64–69].

Рис. 7. Функция неопределенности сканирующего радиометра  
с равномерным АФР поля в антенне.

Рис. 8. Функция неопределенности сканирующего радиометра  
с АФР поля в антенне в виде функции Хемминга.

На рис. 10,а показано тестовое изображение. На рис 10,б,в,г приведены РМИ, полученные 
имитационным моделированием с использованием ФН для равномерного АФР и АФР в виде 
функции Хемминга и Кравченко. Из их анализа следует, что боковые лепестки ФН размы-
вают контрастные участки РМИ и маскируют малоразмерные объекты вблизи крупных кон-
трастных объектов. В отличие от ФН (рис. 8) сканирующего радиометра с АФР в антенне в 
виде функции Хемминга, ФН (рис. 9), полученная с использованием весовой функции Крав-
ченко - +

0.2
21 0.01 0.01fup r( ) ( ) , имеет более узкий главный лепесток. При этом боковые 

лепестки этой ФН ниже боковых лепестков ФН, показанной на рис. 7. Это позволяет наблю-
дать на рис. 10,г близкие объекты, которые не разделяются на рис. 10.б,в. Из анализа резуль-
татов моделирования следует, что использование АРП в антенне в виде функции Кравченко 
улучшает визуальное восприятие РМИ.
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Выполнено исследование весовых функций на качество формирования РМИ для следующих 
метрик: среднемодульного отклонения (СМО), индекса структурного подобия (SSIM) и индекса 
структурного отличия (DSSIM). В таблице 1 приведены значения СМО, SSIM и DSSIM, полученные 
имитационным моделированием с использованием различных весовых функций.

Таблица 1. Качество восстановления РМИ

№  Весовая функция СМО SSIM DSSIM

1 Кравченко - +
0.2

21 0.01 0.01fup r( ) ( ) 1.35 0.87 7.99

2 Кравченко - +
0.2

31 0.01 0.01fup r( ) ( ) 1.36 0.87 7.88

3 Кравченко - +
0.2

41 0.01 0.01fup r( ) ( ) 1.38 0.87 7.70

4 Хемминга H t( )  1.51 0.86 7.03

5 Ханна 1.66 0.84 6.43

6 Кайзера b=, 5K t( )  1.50 0.86 7.05

7 Гаусса a=, 2.5G t( ) 1.63 0.85 6.57

8 Равномерная 2.18 0.79 4.82

Из анализа таблицы  1 следует, что минимальные значения погрешностей формирования 
РМИ достигается при использовании весовых функций Кравченко. В сравнении с равномер-
ным распределением, применение в качестве АФР в антенне весовой функции Кравченко 

- +
0.2

21 0.01 0.01fup r( ) ( )  повышает точность восстановления РМИ по метрикам СМО, SSIM и 
DSSIM соответственно на 38%, 10% и 65%. Аналогичный выигрыш в сравнении с окнами  
Хемминга и Кайзера составил ~10%, ~1.2% и ~14%. Полученные результаты обосновывают 
целесообразность использования весовых функций Кравченко в задачах повышения качества 
формирования РМИ.

Рис. 9. Функция неопределенности сканирующего радиометра  
с АРП в антенне в виде функции Кравченко - +

0.2
21 0.01 0.01fup r( ) ( ) .
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	 а)	 б)

   
	 в)	 г)

Рис. 10. Тестовое изображение (а) и РМИ, восстановленные с использованием ФН,  
показанных на рис. 7 (б), рис. 8 (в) и рис. 9 (г).

Статистический синтез несканирующих и сканирующих  
радиометрических устройств с модуляцией полезного сигнала
Задачи статистического синтеза радиометрических систем модуляционного типа решены в 

[11, 12, 14–17, 19, 20, 30, 32, 35, 39, 42]. Модуляция полезного сигнала, по-видимому, впервые 
была предложена Р. Г. Дикке [69], который ввел её для повышения отношения сигнал/шум с 
помощью разрабатываемого его группой синхронного усилителя (‘lock-in’ amplifier) [70], состоя-
щего из узкополосного усилителя, синхронного детектора и блока формирования опорного 
напряжения. В модуляционном радиометре Дикке подкрасил шумовой полезный сигнала сину-
соидальным сигналом с последующим его отделением от внутренних шумов приемника. Весьма 
важно здесь то, что подкрашивание выполняется до прохождения полезного сигнала шумящих 
элементов входного тракта, иначе решение задачи разделения полезных и внутренних шумов 
становится невозможным.

В настоящее время принцип построения радиометрических приемников изменился, а модуля-
ция сигнала вводится с целью автоматической калибровки приемника. Это необходимо для уточ-
нения и устранения мощности внутренних шумов приемника, изменяющейся из-за нестабиль-
ностей входных цепей приемника компенсационного радиометра. Идея автоматизации кали-
бровки вызвала в многочисленных литературных источниках ряд заблуждений, в которых 
радиометрам с модуляцией сигнала приписывают полное устранение флуктуаций (нестабиль-
ности) коэффициента усиления входных цепей приемника. Нестабильность коэффициента уси-
ления приводит к смещению оценки температуры (или связанной с ней мощности) на выходе 
радиометров компенсационного типа и требует их частой калибровки. Автоматизировать этот 
процесс можно периодическим отключением приемника от антенны и подключением к его входу 
эталонного источника («абсолютно» черного тела). Такая операция может быть реализована в 
радиометре модуляционного типа с модулирующей функцией типа «меандр». Частое вычитание 
мощности внутренних шумов из суммарной мощности на выходе классического модуляционного 
радиометра, тем не менее, не устраняет необходимости оценки коэффициента усиления входного 
тракта, важной для проведения абсолютных измерений. На практике доказано, что из всех раз-
новидностей модуляционных радиометров только нулевые радиометры компенсируют неста-
бильность коэффициента усиления входных цепей приемника. Такие радиометры реализуют 
«нулевой метод сравнения с эталоном» и обеспечивают высокую точность измерений [71].  
Недостатком радиометров нулевого типа является сложность их практической реализации.
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В обзоре предложен единый подход к синтезу радиометрических систем с модуляцией сиг-
нала, позволяющий получить всё их многообразие как частные случаи решения одной оптими-
зационной задачи. Рассматриваемые здесь результаты имеют и важное методологическое зна-
чение, т. к. позволяют установить границы квазиоптимальности существующих радиометриче-
ских систем модуляционного типа.

Постановка задачи
На интервале наблюдения [ ]0,T  необходимо найти оценку параметра l  полезного ( )inps t  сиг-

нала наблюдаемого на фоне внутренних шумов радиометра ( )n t  при условии, что входной тракт 

приемника нестабилен.
Решение такой задачи получим, применив модуляционный входной тракт и введя с целью 

калибровки опорный сигнал ( )RGs t . При этом частоту модуляции необходимо выбирать так, 

чтобы нестабильность коэффициента усиления передаточной характеристики входной цепи 
радиометра ( )x t  в пределах периода модуляции mT  оставалась постоянной функцией времени. 

Последнее предположение позволяет решать задачу методом максимального правдоподобия 
как задачу оценки параметров. Кроме того, для оценки параметров обеих сигналов требуется 
два уравнения наблюдения. Соответственно модуляция обеспечивает и временное разделение 
сигналов в одном канале радиометра.

На практике доказано, что передаточная характеристика радиометра изменяется (неста-
бильна) во времени, т. е. ( )p 2 ,K j f t . Перепишем импульсную характеристику в виде суммы 

постоянной и флуктуирующей частей

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x p p
¥

-¥

é ù+ = + =ë û ò 1 2 , exp 2 ,h t h t h t t K j f t j ft df 	  (113)

где 	 ( )h t  и ( ) ( ) ( )x x=h t t h t  — стационарная и флуктуирующая составляющие импульсной харак-

теристики входного тракта радиометра, ( )x t  — неизвестная функция, характеризующая изме-

нения передаточной характеристики во времени.

Уравнение наблюдения
Модель сигнала на входе радиометрического приемника представим в виде
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	  (114)

где ( )l,s t  и ( )l,RGs t  — полезный сигнал и сигнал опорного источника; l  — оцениваемый пара-

метр сигнала; ( ) xé ù+ë û1h t t( )  — импульсная характеристика линейного тракта радиометра.  

На практике эта характеристика флуктуирует вследствие изменения температурного режима, 
нестабильности источников питания и др. Нестабильность учитывается коэффициентом 

xé ù+ë û1 t( ) , где ( )x t  — функция времени, медленно флуктуирующая в сравнении с периодом моду-

ляции mT . При этом коэффициент передачи равен p xé ù= +ë û
 2 , { 1 }K j f t F h t t( ) ( ) ( ) , p = 2 { }K j f F h t( ) ( )  

— его стабильная часть, где ×{ }F  — оператор прямого преобразования Фурье. Модулирующая 
функция имеет вид

	 ( )
( )

( ) ( )

ìï £ < +ï=íï + £ < +ïî

1 , 1/2 ,

0 , 1/2 1 ,
m m

m m

nT t n T
m t

n T t n T
 = -0, 1n N( ) .



37

001

Статистическая теория сверхширокополосных радиометрических устройств и систем

Физические основы приборостроения. 2014. Т. 3. № 3

Полезный сигнал на выходе антенны представим таким выражением 

	 ( )
q

l J J J l p J
¥

-¥
= -ò ò

   



0, , , , exp 2 ,s t F f A f j ft dfd( ) ( ) ( )  

где J J-
 



0 ,F f( )  — диаграмма направленности (ДН) антенны как функция направляющих косину-

сов J


 и частоты f . J l


 , ,A f( )  — спектрально-угловая плотность комплексной амплитуды радио-
теплового излучения. Ее корреляционная функция равна

	 J l J l J l d d J J* = - -
    

 

1 1 2 2 1 1 1 2 1 2, , , , , , ,A f A f B f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( )

где J l


1 1, ,B f( )  — спектрально-угловая плотность мощности излучения, ( )d ×  — дельта-функция, 

×  — знак статистического усреднения.

В уравнении наблюдения (114) n t( )  — внутренний шум приемника с СПМ 0 /2N , rn t( )  — регу-
ляризирующая добавка с СПМ 0 /2rN , исключающая сингулярные решения, рассмотренной 
ниже обратной задачи оценок параметров сигнала и его шумовой температуры.

Все случайные процессы в уравнении (114) являются гауссовыми, независимыми, с нулевым 
средним и автокорреляционными функциями
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q

J l J J J l J= -ò
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

2
0 0, | | ,FB F B d( ) ( ) ( )  — СПМ излучения, принятого из 

направления J


0 .
Предполагаем, что СПМ всех случайных процессов постоянны в полосе частот, принимаемых 

радиометром, а ДН J J J J J J- = - = -
     

  

0 0 0 0, ,F f F f F( ) ( ) ( ) , где 0f  — центральная частота настройки 
приемника.

Решение оптимизационной задачи
Алгоритм оптимальной обработки наблюдений находим методом максимального 

правдоподобия

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }l l l
ìïïé ù = - =í ò òë û ïïî

1 1 2 2 1 2
0 0

1| exp , , max
2

T T
p u t k u t W t t u t dt dt ,	  (115)

где ( ) lé ù
ë û|p u t  — функционал условной плотности вероятности (функционал правдоподобия), 

( )l1 2, ,W t t  — функция обратная корреляционной, определяемая из интегрального уравнения 

обращения

	 ( ) ( ) ( )l l d= -ò 1 2 2 3 2 1 3
0

, , , ,
T

R t t W t t dt t t ,

	 l J l l x dé ù= + - + - + + -ë û
 22 2

1 2 0 1 1 0 1 2 1 0 1 2, , 0.5{ , 1 } [1 ] 0.5 ,F RG h rR t t B m t N m t N R t t t N t t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )t t t
¥

-¥

- = - -ò1 2 1 2hR t t h t h t d , ( )lk  — нормировочный коэффициент плотности вероятно-

сти, зависящий от оцениваемых параметров l .
В результате дифференцирования (115) и, приравнивая производной нулю, получим уравне-

ние правдоподобия

	
( ) ( ) ( )

( ) ( )
l l

l
l l

¶ ¶
- - =ò ò ò ò

¶ ¶
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2
0 0 0 0

, , , ,1 1, , 0 .
2 2

T T T TR t t W t t
W t t d t d t u t u t d t d t 	  (116)
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Используя обобщенную теорему Хинчина-Винера для нестационарных процессов, запишем 
уравнение (116) в спектральной области, используя понятие текущих во времени СПМ [72]

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
l l

l p p
l l

¥ ¥
*

-¥ -¥

¶ ¶
- - - =ò ò ò ò

¶ ¶


1 1
1 1 1 1 1

0 0

, , , ,1 1, , 2 exp 2 0,
2 2

T T
R W

W

G f t G f t
G f t dt df U j f u t j ft dt df 	  (117)

где ( ) ( ) ( )p p* = ò

0
2 exp 2

T
U j f u t j ft dt , ( )l1, ,RG f t  — текущая СПМ уравнения наблюдения ( )u t , 

( ) ( )l l-= 1
1 1, , , ,W RG f t G f t .

Разделив наблюдение ( )u t  на две составляющие, соответствующие воздействию полезного и 

опорного сигналов, сведем уравнение (117) к такой системе уравнений

	
( ) ( )

( ) ( ) ( )

J l l

l l

-

=

-

=

ìïï é ù+ D =ï ê úï ë ûïïíïï é ù é ùï + D = -ï ë û ë ûïïî

å ò

å ò



1
2

0 0 ,
0 0

1
2

0 ,
0 0

1 , ,
2

1 1 ,
2

TN

F m s n d
n

TN

RG m RG n d
n

B N T F m t u t dt

N N T F m t u t dt

( ) ( )

( )
	  (118)

где ( ) ( )l p l
¥

-

-¥

D = ò 

4 2
, ,2 2 , , ,s RG n R s RGF K j f n G f n d f( ) ( )( )  — ширина полосы частот радиометра после 

декоррелирующего фильтра; lD ,2 s nF ( )  и lD ,2 RG nF ( )  — полосы частот для случаев раздельного 

наблюдения полезного сигнала ( ( )=1m t ) и опорного сигнала ( ( )=0m t ) соответственно; 

l, , ,R s RGG f n( )( )  — СПМ полезного (опорного) сигнала на n -м периоде модулирующей функции

	 l J l p= + +




2
, 0 0 0, , 0.5{ , }| 2 , | 0.5 ,R s F rG f n B N K j f n N( ) ( ) ( )

	 l l p= + +

2
, 0 0, , 0.5{ }| 2 , | 0.5 .R RG RG rG f n N N K j f n N( ) ( ) ( )

В уравнении (118) ( )2
du t  — обратный Фурье-образ периодограммы декоррелированного 

наблюдения на n -м периоде модулирующей функции

	 ( ) ( ) ( ) ( )p p l- -é ù= ê úë û
 

2 22 1 2
, ,2 , 2 , , .d n R s RGu t F K j f n U j f G f n( )

Из анализа полученных результатов следует, что синтезированный оптимальный радиометр 
должен содержать адаптивные декоррелирующие фильтры, так как их полосы пропускания 
частот зависят от l .

Перейдя в системе уравнений (118) к эффективным шумовым температурам, получим ее 
решение в виде

	 ( ) ( ) ( ) ( )J l l l
-

S
= =

öæ é ù ÷÷ç ê úé ù ÷çD = D D - - ÷ç ê úë û ÷ç ÷è ÷ê úë û ø
å åò ò 



1

2 2
0 , ,

1 10 0

, 1 1 ,
T TN N

RG n d s n d
n n

T T F m t u t dt F m t u t dt( ) ( ) ( ) 	  (119)

где J l J lD = -  

 

0 0, ,RG BT T T( ) ( ) , J l J l -=

 

1
0 0, ,B F BT B k( ) ( ) , Bk  — постоянная Больцмана, 

l -
S = + = +   1

0 0[ ]RG RG BT T T N N k( ) , ( )2
du t  — квадрат декоррелированного наблюдения. Значение S

T  

определяется на этапе калибровки непосредственно перед измерениями.
Уравнение (119) описывает оптимальный алгоритм измерения прироста температуры отно-

сительно температуры эквивалентной нагрузки и внутренних шумов радиометра. При этом 
реализовать оптимальный алгоритм достаточно сложно, так как неизвестными здесь остаются 

	 ( )l
=

Då ,
1

N

s n
n

F  и ( )l
-

=

Då
1

,
0

N

RG n
n

F .

Рассмотрим частные варианты реализации полученного алгоритма. 
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Вариант 1. Источник эквивалентного сигнала управляемый. Если обеспечить управлением 
источника равенство J l l=



0 ,F RGB N( ) ( )  и, соответственно, ( ) ( )l lD =D, ,s n RG nF F , то решение урав-

нений (118), можно записать в виде

	 ( ) ( ) =ò 2
1

0

0
T

dm t u t dt ,	  (120)

где 	 ( )
( )

( ) ( )

ìï £ < +ï= - =íï- + £ < +ïî
1

1 , 1/2 ,
2 1

1 , 1/2 1 ,
m m

m m

nT t n T
m t m t

n T t n T
( )  ( = -0, 1n N ).

Этот квазиоптимальный алгоритм содержит операции декорреляции входной последова-
тельности в фильтре с амплитудно-частотной характеристикой ( ) ( )p l-



2 22 , , ,RK j f n G f n   

( l l l- = =2
, ,, , , , , ,R R s R RGG f n G f n G f n( ) ( ) ( ) ), квадратичного и синхронного (с  функцией 1m t( ) ) 

детектирования.
Реализовать алгоритм можно дополнив схему нулевого радиометра декоррелирующим филь-

тром, который следует установить перед квадратичным детектором.
Схема, реализующая алгоритм (120), приведена на рис. 11. Сигнал с выхода антенны ( )l,s t  и 

от эталонного генератора ( )l,RGs t  поочередно с частотой равной частоте модулирующей функ-

ции ( )m t  подключатся через модулятор М (управляемый переключатель) на вход приемника, 

где смешивается с внутренними шумами ( )n t  и затем во входные цепи приемника, характеризу-

емые нестабильной во времени частотной характеристикой ( )p 2 ,K j f t . Далее наблюдение 

поступает через декоррелирующий фильтр (DF) на квадратичный и синхронный (с функцией 
( )1m t ) детекторы.

Рис. 11. Схема, соответствующая алгоритму (120).

Сигнал с выхода синхронного детектора управляет работой генератора эквивалентного сиг-
нала (RG) так, чтобы обеспечить равенство температур эталонной нагрузки и антенны. При этом 
выход нулевого радиометра снимается непосредственно с эталонного источника в моменты 
времени, когда выход синхронного детектора равен нулю. Для этого в схему нулевого радиоме-
тра можно включить решающее устройство (Solver).
Вариант 2. Источник опорного сигнала не управляемый и декоррелирующие фильтры не адап-
тивны. Пусть АЧХ декоррелирующих фильтров одинаковы ( ( ) ( )l lD =D, ,s n RG nF F ). Тогда алгоритм 

(119) примет вид

	 ( ) ( ) ( ) ( )J l
-

S

é ùé ùê úê úé ùD = - -ê úê úë ûê úê úë ûê úë û
ò ò 



1

2 2
0

0 0

, 1 1
T T

d dT T m t u t dt m t u t dt( ) .	  (121)
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Этот алгоритм содержит следующие операции: обеление входной последовательности ( ( )du t ); 

квадратичное детектирование обеленной последовательности ( ( )2
du t ); синхронное детектиро-

вание с опорным сигналом в виде модулирующей функции; деление измеренных на соседних 
полуинтервалах интенсивностей входного и опорного сигналов; вычитание из полученного 
отношения единицы.

Схема, реализующая алгоритм (121) приведена на рис. 12. Генератор модулирующего напряже-
ния управляет переключателем, который последовательно подключает сигналы с выхода линей-
ной части (после декоррелирующего фильтра DF) на два канала (это эквивалентно умножению на 
функции ( )m t  и ( )-1 m t ), каждый из которых содержит квадратичный и синхронные детекторы.

Рис. 12. Схема, соответствующая квазиоптимальному алгоритму (121).

После этого вычисляется отношение интенсивностей сигнального и опорного каналов, вычи-
тание единицы и усиление в блоке с коэффициентом S

T , который определяют на этапе кали-

бровки системы. На выходе такой схемы получаем прирост температуры D T  полезного сигнала 
относительно эффективной шумовой температуры опорного канала радиометра.

Вариант 3. Отсутствуют модуляция и опорный канал. В этом случае решение системы урав-
нений (118) сведется к следующему алгоритму

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )J l l p p p l
¥

- -

-¥

=D - -ò ò


 

21 * 2
0 0

0
, 2 , 2 exp 2 , , ,

T

F av RB F K j f t U j f u t j f t G f t d t d f N( ) 	  (122)

где ( ) ( )l lD = Dò
0

,
T

avF F t dt  — усредненная во времени полоса частот додетекторного тракта при-

емника, ( ) ( ) ( )l p l
¥

-

-¥

D = ò 

4 22 , 2 , , ,RF t K j f t G f t df  — текущая полоса частот нестабильной додетек-

торной части радиометра.
Алгоритму (122) соответствует структура схемы радиометра, близкая к компенсационной, 

основным недостатком которой является то, что нестабильность его коэффициента передачи 
приводит к смещению оценки шумовой температуры.

Потенциальная точность оценивания параметра l  характеризуется предельной диспер-
сией погрешности скалярного параметра, заданной неравенством Крамера-Рао. Для векторного 
параметра находится в результате обращения информационной матрицы Фишера

	 mn
m n

l
l l

¶
F =-

¶ ¶

2 ln [ | ]p u t( ) .
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Для оценки одного параметра предельная дисперсия погрешности получена в таком виде

	 ( )s l
--

F
=

é ù
ê ú= + DP
ê úë û
å



1122 2
0 0 0 ,

0
4 ( J , )/ 1

N

s F m n s
n

B N N T ,	  (123)

где J l


0 0, /FB N( )  — отношение сигнал/шум, F FDP = D, ,2n s n sF , ( ) ( ) ( )l J l lFD = + D


, 0 0 ,2 2 ,n s F s nF B N F( ) .

Флуктуационная чувствительность (ФЧ) радиометра
Полученные выше оптимальные алгоримы обеспесчивают в рамках выбранного критерия наи-

большую точность оценок параметров сигнала (потенциальную точность). Этим потенциальным 
точностям соответствуют предельные (наиболее низкие) погрешности измерений (123). В связи с 
этим в работе впервые предложено определять ФЧ как потенциальную из анализа предельных 
погрешностей оценок параметров радиотеплового излучения, полученных в результате обраще-
ния информационной матрицы Фишера (при оценках векторных параметров), или нижней гра-
ницы погрешности оценок скалярного параметра, заданной неравенством Крамера-Рао. При оти-
мальной оценке шумовой температуры потенциальная ФЧ определяется формулой

	
( )( )

( )

J l

lF

+
D =

DP

 





0 0

min

2 2 ,BT T
T

T
.	  (124)

Её особенностью является то, что оценка прироста температуры внутренних шумов выпол-
нена на всем интервале наблюдения, а оценка прироста полезной температуры — на вдвое 
меньшем интервале (в одном полупериоде модулирующей функции). Кроме того ширина полосы 
пропускания приемника в этой формуле определена с учетом введения в него декоррелирую-
щего фильтра.

Статистический синтез радиометрических систем модуляционного типа  
со сканирующей ДН антенны

Постановка оптимизационной задачи
Необходимо на фиксированном интервале времени наблюдения 0,T( )  дать оценку радиояр-

кости J


0 ,B f( )  пространственно-протяженного объекта (РМИ) в присутствии внутренних шумов 
радиометра n t( )  со спектральной плотностью мощности (СПМ) 0nN , при условии, что додетек-
торная часть сканирующего радиометра флуктуирует во времени.

В постановке задачи неизвестными являются и искомая функция ( )J


0 ,B f , и нестационар-

ная передаточная характеристика додетекторной части ( )p x 2 ,K j f . Соответственно решение 

найдем, используя два независимых уравнения наблюдения. В одноканальной системе полу-
чим эти уравнения модуляцией полезного сигнала до его входа в приемник. В качестве моду-
лирующей функции выберем меандр m t( ) , принимающий значения 0 и 1. При =1m t( )  в при-

емник поступает сигнал от антенны x J


0,t t( ( ))  и смешивается с внутренними шумами h t( ) .  
При =0m t( )  — входной тракт радиометра закрыт, а в приемник подается эквивалентный сиг-
нал xRG t( )  с известной СПМ 0RGN . Неизвестным здесь будет только нестабильная составляющая 
додетекторной части радиометра.

Уравнение наблюдения
Запишем уравнение наблюдения в виде
	 J J= + - + +

 

0 0, , [1 ] ,RG ru t t m t s t t m t s t n t n t( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) 	  (125)

где J


0,s t t( ( )) , RGs t( )  и n t( )  — процессы x J


0,t t( ( )) , xRG t( )  и h t( )  прошедшие ЛЧП с передаточной 

характеристикой p z 2 ,K j f( ) , rn t( )– регуляризирующая добавка в виде белого гауссовского шума 
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с нулевым средним и СПМ 0rN , исключающая сингулярности в процессе решения интегральных 
уравнений,

	 ( )
( )

( ) ( )

ìï £ < +ï=íï + £ < +ïî

1 , 1/2 ,

0 , 1/2 1 ,
m m

m m

nT t n T
m t

n T t n T

– модулирующая функция, mT  — период модуляции, z z= +, [1 ]h t t h t t( ( )) ( ) ( )  — нестабильная во 
времени импульсная характеристика входного тракта радиометра, содержащая стабильную 
часть ( )h t  и неизвестную составляющую ( )z t .

При решении задачи используем следующие допущения:
1) J



0,s t( ) , RGs t( ) , ( )n t  и ( )rn t  — статистически независимые гауссовские случайные процессы 

с нулевым средним и СПМ
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J J p z p z

p z

= =
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

2 2
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	  (126)

2) функция ( )z t  — это случайный процесс с нулевым математическим ожиданием, получен-

ный пропусканием белого шума со СПМ z00,5N  через формирующий фильтр первого порядка 

x p

2
2K j f( ) ;

3) истинное значение RGN  известно;
4) двусторонние спектральные плотности мощности соответствующих процессов и шумов 

J


0 0, /2sN f t( ( )) , /2RGN , 0 /2nN  постоянны в полосе частот, принимаемых радиометром;
5) мощность регуляризирующей добавки на выходе радиометра существенно меньше мощ-

ности внутренних шумов радиометра 0 0r nN N .

СПМ J


0 0,sN f t( ( ))  и спектральная яркость J


,B f( )  источника связанны следующими 
соотношениями

	 J J-=
 

2 2
0 0 0, ,s FN f t c f B f t( ( )) ( ( )) ,	  (126)

	 J h J J J J
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0 0, , ,F p A NB f t k F f t B f d( ( )) ( ( )) ( ) ,	  (127)

где pk  — множитель, характеризующий поляризационные характеристики антенны,  

hA  — коэффициент полезного действия антенны, J J-
 



2

0,NF f t( ( ))  — диаграмма направленности 

нормированная к единичному объему.
Определим статистические характеристики уравнения наблюдения. Корреляционная функ-

ция наблюдения (125) равна
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При выводе (128) использованы следующие обозначения и допущения:

	 ( ) ( ) ( )t t t
¥

-¥

- = - -ò1 2 1 2hR t t h t h t d 	  (129)

– корреляционная функция импульсной характеристики стабильной составляющей додетек-
торной части радиометра; спектральная яркость постоянна в пределах исследуемой полосы 
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частот и характеризуется средним значением на резонансной частоте J J=
 

0, ,B f B f( ) ( ) , а антенна 

частотно-независимая J J J J- = -
   

 

0 1 0 1,N NF f t F t( ( )) ( ( )) ; радиометр является сверхширокополос-

ным и в пределах узкой импульсной характеристики ( )h t  функции ( )2
1m t  и ( )z té ù+ë û

21  практиче-

ски постоянны.
Мгновенный энергетический спектр в соответствии с обобщенной теоремой Хинчина-Вин-

нера [72] равен
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где ×[ ]F  — оператор преобразования Фурье.

Решение оптимизационной задачи
Решение оптимизационной задачи получим методом максимального правдоподобия. Для 

этого решим систему уравнений
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где	 ( )J l l J l J
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ò ò
  

  

0 1 0 1 1 2 2 0 2 1 2
0 0

1, | exp , , , ,
2

T T

up u t t k u t t W t t u t t dt dt( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) 	  (132)

– функционал правдоподобия стохастического гауссовского процесса, l


1 2, ,uW t t( )  — функция, обрат-
ная корреляционной функции, которая находится из интегрального уравнения обращения [5]
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( )l


k  — параметр, зависящий от l


, d
d J



0 ,B f( )
 и ¶

¶ RGN
 — операторы вариационной и частной про-

изводной. Вычислив производные и подставив результаты в выражение (131) получим систему
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ширина полосы входного тракта после декоррелирующего фильтра
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ширина полосы декоррелирующего фильтра
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квадрат модуля частотной характеристики декоррелирующего фильтра
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При выводе уравнений (136) — (138) предполагалось, что характеристика декоррелирую-
щего фильтра зависит от средних значений оцениваемых параметров. Эти значения оценивают 
на этапе калибровки системы. СПМ опорного сигнала подбирается близкой к радиояркости 
исследуемого объекта J »



0 0 1,F RGB f t N( ( )) . Согласно допущения 5) СПМ регуляризирующей 
добавки исключим из рассмотрения.

Разделив первое уравнение системы (134) на второе, получим уравнение
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не содержащее составляющей ( )D RGF N , где учтено ( )é ù- =ë ûò
4

1 1
0

1 /2
T

m t dt T , 

		  J- =


[1 ] ,WFm mu t( )( ) p J-
-





1
[1 ][ 2 , ]WFm mF U j f( )( )  

— декоррелированное наблюдение, синхронно умноженное на модулирующую функцию и 
модуль диаграммы направленности (здесь - ×1[ ]F  — оператор обратного преобразования Фурье), 

Ù  — оценка. Особенность алгоритма (139) — отсутствие нестабильной составляющей z t( ) , 

которая входила в (134) в множитель ( )D RGF N .

Синтезированный алгоритм (139) содержит следующие операции:
1) модуляция и умножение наблюдения на функцию, совпадающую с нормированной диа-

граммой направленности антенны J J-
 



0 1NF t( ( ))  (формируется J


,Fmu t( ) );

2) декорреляция с последующим квадратичным детектированием ( J


2 ,WFmu t( ) );
3) деления интенсивностей входного и опорного сигналов, измеренных на соседних полуин-

тервалах ( ( ) [ ]( )J -ò ò


2 2
1

0 0

, /
T T

WFm W mu t dt u t dt );

4) усиления с коэффициентом ( )+ 0RG nN N ;

5) компенсации СПМ внутренних шумов радиометра.
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Физически РМИ, полученное согласно (139), — это оценка радиояркости исследуемого объ-
екта, сглаженная функцией неопределенности радиометра (135). Предположив существование 
функции J J- ¢Y -

 

1
0 ,m f( ) , обратной функции J J¢Y -

 

0 ,m f( )  удовлетворяющая интегральному урав-
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0 0, ,m mf f d( ) ( ) ,	  (140)

восстановим ( )J


0 ,B f  в виде
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	  (141)

На рис. 13 показана структурная схема, реализующая алгоритм (141).

Рис. 13. Схема соответствующая оптимальному алгоритму (141).

Схема работает следующим образом. Сигнал с выхода антенны x J


0,t t( ( ))  поступает на первый 
переключатель CS1, управляемый сигналом с генератора модулирующих импульсов MG.  
Половину периода ( =1m t( ) ) на вход приемника поступает полезный сигнал, а в другую поло-
вину периода ( =0m t( ) ) — сигнал с выхода генератора RG. Далее сигнал поступает на декорре-
лирующие фильтры DF и синхронно умножается на модулирующую функцию и функцию, повто-
ряющую вид диаграммы направленности антенны. Затем следует квадратичное детектирова-
ние, и блоки (CS2 — переключатель, DL — линия задержки, ¸  — делитель) реализующие опера-
цию деления интенсивностей сигналов на смежных полупериодах. Полученное отношение 
проходит блок с импульсной характеристикой J-Y



1
0 ,m f( )  и поступает на умножитель, на второй 

вход которого подан сигнал пропорциональный времени наблюдения и суммы СПМ опорного 
источника и внутренних шумов. Из полученной оценки компенсируются внутренние шумы при-
емника, вычисленные согласно второй составляющей в правой части алгоритма (141). На выходе 
радиометра получаем оценку радиояркости исследуемого объекта.
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Предельная погрешность оценивания РМИ
Предельную погрешность оценивания получим обращением информационной матрицы 

Фишера, элементы которой определяются выражением
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Дважды дифференцируя функционал правдоподобия (132) по радиояркости, как функции 
угловых координат, и, обращая полученное выражение, получим
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где scanT V( )  — время наблюдения, зависящее от ДН и скорости сканирования.

Флуктуационная чувствительность радиометра
Воспользовавшись обобщенным определением ПФЧ, найдем
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Из анализа (144) следует, что чувствительность зависит от соотношения сигнал/шум, полосы 
частот входного тракта радиометра и времени наблюдения.

Из анализа потенциальных точностей оценивания и потенциальных флуктуационных чув-
ствительностей следует, что они в два раза ниже, чем у радиометра полной мощности.

Статистический синтез аддитивных и мультипликативных  
радиоинтерференционных систем.
Разрешающая способность одноантенных систем зависит от длины волны l , размера апер-

туры антенны L  и амплитудно-фазового распределения поля в апертуре антенны. При равно-
амплитудном распределении поля, разрешение по пространственной координате определяется 

выражением	 l
qD =0.88

L
. 	  (145)

Эта формула справедлива и для оптического диапазона волн. В оптике длины волн состав-
ляют сотни нанометров и создание линз, линейные размеры которых значительно превосходят 
длину волны, не представляет особого труда. В радиодиапазоне реализовать разрешающую спо-
собность близкую к оптической сложно из-за необходимости значительного увеличения апер-
туры антенны. Поэтому в случаях, когда создание больших континуальных антенн невозможно, 
но требуется высокая разрешающая способность по пространственным координатам, переходят 
к радиоинтерферометрическим системам. Когерентная обработка сигналов с одной пары 
антенн, разнесенных на расстояние D  (базу) большее нескольких длин волн, позволяет сформи-
ровать узкий лепесток. При использовании узкополосных систем с размерами антенн L  и базой 

D  в ДН наблюдается -1D
L

 интерференционных лепестков, амплитуды которых соизмеримы с 

амплитудой главного лепестка. Это приводит к неоднозначности измерений угловых координат, 
устранение которой требует комплексирования измерений на многих пространственных часто-
тах, например за счет использования СШП или многочастотных антенн.
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Основу приведенного ниже материала составили работы [22–24, 27, 29, 31, 40] по статистиче-
скому синтезу радиоинтерферометрических систем. Особенность решения задач синтеза таких 
систем в возможности одновременной оценки нескольких параметров, число которых зависит 
от количества антенн в системе.

Постановка оптимизационной задачи
Изучается процедура статистического синтеза алгоритмов оптимальной обработки шумо-

вого радиотеплового излучения точечного источника, принятого двумя разнесенными антен-
нами, позволяющих получить на заданном интервале наблюдения [ ]0,T  оптимальные оценки 

(измерения) яркостной температуры 

sT  источника и его угловой координаты (пеленга) q0 .  
На основе полученных алгоритмов необходимо синтезировать структурную схему оптималь-
ного радиометра и определить его потенциальные точностные характеристики.

Для решения оптимизационной задачи составим модель уравнения наблюдения и зададим ста-
тистические характеристики наблюдаемых сигналов. Принятый сигнал полезного излучения, 
наблюдаемый на выходах двух антенн в виде случайных процессов ( )s t  и ( )- çs t t  ( çt  — время 

задержки), считаем белым шумом со спектральной плотностью мощности (СПМ, энергетиче-
ским спектром) 00.5 sN . Пересчитанные ко входам ЛЧП внутренние шумы ( )h1 t , ( )h2 t  также 

полагаем белыми шумами с одинаковыми СПМ 00.5 nN .
Для получения несингулярного решения оптимизационной задачи ограничим полосу шумо-

вых процессов введением в уравнения наблюдения идентичных коэффициентов передачи 
( )wK j  ЛЧП и добавим на их выходах небольшие белые шумы 1pn t( ) , 2pn t( ) , которые в дальней-

шем будут играть роль статистических регуляризаторов решений интегральных уравнений, 
позволяющих избежать операций деления на ноль. В результате получим следующие уравнения 

наблюдения:	
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
= + +

= - + +ç

1 1 1

2 2 2

,

.
p

p

u t s t n t n t

u t s t t n t n t
	  (146)

СПМ, входящих в уравнения процессов, соответственно равны:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )w w w w w w w w p= = = = = =
1 2 1 2

2 2 00 0, , , 2 .
2 2 2p p

nps n
s n n n n

NN NG K j G G K j G G j f 	  (147)

Процессы ( )s t , ( )2n t , ( )1n t , 1pn t( ) , 2pn t( )  независимы между собой.

Решение оптимизационной задачи
Оптимальные алгоритмы оценок параметров ml l l l= = = 



ç1 2, , st T  находим из решения 

уравнений правдоподобия, имеющих в векторно-матричной форме [9] такой вид

	
( ) ( )

m

l
l

l

¶
=

¶ò ò




Spur
1 2

1 2 1 2
0 0

, ,1 , ,
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T T R t t
W t t dt dt ( )
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( )

m

l
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¶
-

¶ò ò


 1 2
1 2 1 2

0 0

, ,1 ,
2

T T
T

W t t
u t u t dt dt 	  (148)

где ( ) ( ) ( )=


1 2,Tu t u t u t ; «T » — операция транспонирования; ( )l


1 2, ,R t t  — матрица корреляцион-

ных функций,	 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
l = =
 1 1 1 2 1 1 2 211 12

1 2
21 22 2 1 1 2 2 1 2 2

, , ;
u t u t u t u tR R

R t t
R R u t u t u t u t

	  (149)

( )l


1 2, ,W t t  — обратная матрица обратных корреляционных функций, определяемая из уравне-

ния обращения	 ( ) ( ) ( )l l d= -ò
 

1 2 2 3 2 3
0

, , , ,
T

R t t W t t dt I t t ;	  (150)

I  — единичная матрица; ( )d - 3t t  — дельта-функция; Spur  — след матрицы; ×  — знак стати-

стического усреднения; m=1,2; черта внизу означает матричную величину.
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Учитывая независимость процессов в уравнении наблюдения (146), их стационарность и 
идентичность статистических характеристик шумов в различных каналах приема, найдем эле-
менты матрицы ( ) ( )l t l t= = -

 

1 2 1 2, , , ,R t t R t t :

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

l

t t t

= = + +

+ = + +



11 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 2

, ,

, ;ð ð s s n nð

R t t u t u t s t s t n t n t

n t n t R T R R

	 ( ) ( ) ( ) ( )l t l= =
 

22 1 2 2 1 2 2 11, , , ;R t t u t u t R 	  (151)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l t t= = - - = - 



ç ç21 1 2 2 1 1 2 1 1, , , ;s sR t t u t u t s t t s t R t T

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l t t= = - - = + 



ç ç12 1 2 1 1 2 2 1 1, , , .s sR t t u t u t s t s t t R t T

Таким образом, матрицу корреляционных функций можно записать в таком виде

	 ( )
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В соответствии с теоремой Хинчина — Винера ей соответствует такая матрица СПМ

	 ( ) ( )
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( ) ( )

( ) ( )
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w w w
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é ù= =ê úë û
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	  (153)

где	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t l t t tS = = + + 



11 1 2, , , , ;s s s n npR T R t t R T R R 	  (154)

	 ( ) ( ) ( ) ( )w w w wS = + + , ,s s s n npG T G T G G ;	  (155)

[ ]×F  –оператор прямого преобразования Фурье.

Зависимости корреляционной функции ( )t 

ç, , sR t T  и энергетического спектра ( )w 

ç, , sG t T  от 

искомого параметра 

sT  определяют по формулам (147) и (155). От времени задержки çt  или 
пеленга источника q0  зависит сдвиг t± çt  ее аргумента.

Решив уравнение правдоподобия (148) относительно 

sT  получим следующий оптимальный 

алгоритм:	 ( )S= -
D

ò



ý

2
2

00

1 .
24

T
n

s W

B

TT u t dt
k T f K

	  (156)

Величину 
2

nT  измеряют при калибровке радиометров, закрывая их вход и измеряя лишь тем-

пературу nT . Здесь S = - +ç1 2o o
s s

W WT WT
u t u t t u t( ) ( ) ( ) , ( ) ( )w w w

p

¥

-¥

D = ò 



ý

212
2 s

H T
f K j W d  — эквивалентная 

полоса последовательного соединения согласованного фильтра с АЧХ ( )w

HK j  и декоррелирую-

щего фильтра с АЧХ ( )w


sT
W , где

	 ( )
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w
w e

=
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2
1

o
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W
K j

	  (157)

– АЧХ фильтра, выполняющего инверсную фильтрацию (декорреляцию) колебаний ( )1u t  и ( )2u t ,

		  e
æ ö æ ö÷ç ÷ç÷ ÷ç= +ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç÷ç è øè ø
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Перечислим основные операции, которые должны выполняться радиоинтерферометром 
(алгоритм обработки) над принятыми колебаниями ( )1u t  и ( )2u t .

1. Согласованная фильтрация колебаний ( )1u t  и ( )2u t  в фильтре, АЧХ которого совпадает с 

нормированной АЧХ ЛЧП, т. е. АЧХ ( )w

HK j .

2. Декорреляция (инверсная фильтрация) полученных колебаний в фильтре с АЧХ ( )w


sT
W .

3. Задержка наблюдения в первом канале на величину q
=ç

0cosdt
c

 в целях синфазного сумми-

рования содержащихся в колебаниях ( )1u t  и ( )2u t  полезных сигналов ( )l


,s t .

4. Суммирование декоррелированных наблюдений - +ç1 2o o
s sWT WT

u t t u t( ) ( ) , квадратичное детек-

тирование и интегрирование полученного процесса, позволяющее сформировать оценку сред-

ней мощности в направлении q0 : ( ) ( )q = ò 2

0
0

1 T

Wcp WP u t dt
T

.

Решив уравнения правдоподобия (148) относительно оценки времени задержки çt , найдем 
следующий оптимальный алгоритм:

	 ( )¶
- =

¶ ò ç ç ç1 2
3 0

0
T

Wt Wtu t t u t dt
t

( ) .	  (158)

Здесь	 ( ) w w w- -é ù é ù= =ê ú ê úë û ë û
 

ç ç ç
1 1

1Wt Wt tu t F U j F M U j( ) ( ) ( ) ,	  (159)

где множитель wçtM ( )  представляет собой АЧХ согласованного и декоррелирующих фильтров

		  w w w= 

ç ç0t H tM M K j W( ) ( ) ( ) ,

в котором	
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– нормированная АЧХ декоррелирующего фильтра,
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Из анализа коэффициентов 1A  и 2A  следует, что они малы и на центральной частоте настройки 
приёмника w »ç 0 1tW ( ) . Введение регулирующего шума pn t( )  приводит к появлению в знамена-

теле коэффициента 2A , исключающего операцию деления на ноль.

Интеграл в (158)	 ( )-ò ç ç ç1 2
0

T

Wt Wtu t t u t dt( )

является оценкой функциии взаимной корреляции (вещественной функцией когерентности) 
процессов çWtu t( ) , полученных после согласованной фильтрации сигналов u t( )  в фильтрах с АЧХ 

w

HK j( )  и их декорреляции в фильтрах с АЧХ wçtW ( )  в каждом из двух каналов синтезируемого 
корреляционного радиометра.

Таким образом, для нахождения оптимальной оценки задержки ( )q= 0cos /çt d c  и определе-

ния пеленга q0  необходимо выполнить следующие операции:
●● принятые колебания 1u t( )  и 2u t( )  подвергнуть согласованной фильтрации и декорреляции;
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●● в канале приема колебания 1u t( )  осуществить управляемую задержку сигнала;

●● сформировать оценку функции взаимной корреляции ( )-ò ç ç ç1 2
0

T

Wt Wtu t t u t dt( ) ;

●● найти максимум этой функции или нулевое значение ее производной (158),  
варьируя время çt .

В результате анализа алгоритмов (156) и (158) и соответствующих им операций над приня-
тыми сигналами составим структурную схему оптимального двухантенного радиометра, позво-
ляющего оценить яркостную температуру источника и направление прихода его излучения 
(рис. 14). Схема содержит каналы оценок 

sT  и çt . Сигналы, снимаемые с выхода ЛЧП в фильтрах 

o
sT

W  и çtW , подвергаются согласованной фильтрации и декорреляции (инверсной фильтрации). 

Рис. 14. Структурная схема оптимального двухантенного радиометра, позволяющего оценить 
яркостную температуру источника и направление прихода его излучения.

АЧХ фильтров различны, но оба решают задачу согласованной фильтрации и декорреляции. 
Эти операции позволяют расширить полосу приемника, уменьшить радиусы корреляции слу-
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чайных процессов, увеличить число их некоррелированных отсчетов на интервале 0,T( )  и тем 
самым повысить эффективность усреднения их в интеграторах, повысить флуктуационную чув-
ствительность каждого из каналов интерферометра и точность соответствующих измерений.

В канале оценки шумовой температуры сигналы каждой из антенн суммируются, затем под-
вергаются квадратичному детектированию и интегрированию. В канале измерения задержки 
после перемножения сигналов находится оценка функции взаимной корреляции и определяется 
либо ее максимум, либо нулевое значение ее производной.

В управляемой линии задержки (ЛЗ) задержка сигнала изменяется до тех пор, пока сигнал на 
выходе дифференцирующего устройства не примет нулевое значение. Оба канала являются 
адаптивными, так как их характеристики зависят от значений оцениваемых параметров.

Целесообразно сравнить случаи, когда сигнал ( )l


,s t  является узкополосным, широкополос-

ным и сверхширокополосным.
Для узкополосного процесса с центральной частотой настройки w0  корреляционная функция 

( )t t w t= 0 0cossW sWR R( ) ( )  (рис. 15).

Рис. 15. Вид корреляционной функции узкополосного процесса.

Вид дискриминационной характеристики t
t

sWdR
d
( )  системы показан на рис. 16.

Рис. 16. Вид дискриминационной характеристики узкополосного процесса.

Для узкополосых систем имеет место неоднозначность отсчета времени задержки и углового 
положения цели. Для широкополосных и сверхширокополосных процессов ширина корреляци-
онной функции может быть значительно уже периода колебаний центральной частоты w0 ,  
а функция tsWR ( )  будет иметь практически один лепесток.

В этом случае корреляционная функция и дискриминационная характеристика будут иметь 
вид, показанный соответственно на рис. 17, 18.
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Рис. 17. Вид корреляционной функции широкополосного процесса.

Рис. 18. Вид дискриминационной характеристики широкополосного процесса.

Расчет предельных погрешностей оценок ÿsT  и çt

Предельные погрешности оценок çt  и ÿsT  определяются диагональными элементами ковари-
ационной матрицы ошибок, обратной информационной матрице Фишера,
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Выполнив соответствующие расчеты, получим
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Ковариационная матрица ошибок
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– эффективная ширина результирующих спектров сигналов в каналах оценки температуры o
sT , 

e
æ ö æ ö÷ç ÷ç÷ ÷ç= +ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç÷ç è øè ø









2

02 2
p n

s

T TT K , 
( )

y=
+

0
2 2

0 0 0 02
s

s n n

N

K N N N
 — аналог отношения сигнал шум по энергии, 

w w
p

¥

-¥

D = ò 

ý ç

21
2t HWf K j d( )  — эффективная ширина полосы частот, w w w= 

ç

2

HW H tK j K j W( ) ( ) ( ) , 

		
( )w wt w

t

w w

¥

-¥
¥

-¥

=
ò

ò





2

2

expHW

sW

HW

K j j d
r

K j d

( )
( )

( )
.

На главной диагонали расположены дисперсии предельных погрешностей оценок времени 
задержек çt  и температуры åsT  соответственно. Равенство нулю внедиагональных элементов 

свидетельствует о независимости этих оценок. Величина, обратная второй производной корре-
ляционной функции tswr ( )  при t =0 , определяет ее эффективную ширину. Поэтому первый 

элемент s2
11  ковариационной матрицы ошибок, равный предельной дисперсии погрешности 

оценки пеленга и характеризующий ее потенциальную точность, тем меньше, чем меньше 
ширина корреляционной функции и чем больше энергетическое отношение сигнал/шум, время 
наблюдения и ширина СПМ сигнала после согласованной фильтрации и декорреляции.

Второй элемент s2
22  ковариационнй матрицы ошибок равен предельной дисперсии погреш-

ностей оценки температуры o
sT  и характеризует потенциальную точность этой оценки, а также 

потенциальную чувствительность корреляционного радиометра, т. е.
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Статистический синтез систем апертурного синтеза
Системы апертурного синтеза — это неэквидистантные пространственно-распределенные 

антенные системы с кросскорреляционной и пространственно-спектральной обработкой сиг-
налов, предназначенные для формирования радиометрических изображений с высоким 
разрешением.

В основу создания алгоритмов обработки сигналов в классических системах апертурного 
синтеза положена теорема Ван Циттерта-Цернике, связывающая функцию пространственной 
когерентности и РМИ многомерным преобразованием Фурье. Эта теорема применима к сигна-
лам, удовлетворяющим условию КМП. В то же время, стремление разработчиков снизить флук-
туационную чувствительность, повысить точность оценивания и пространственную разрешаю-
щую способность может быть достигнуто обработкой широкополосных и СШП пространственно-
временных сигналов. При этом связь между пространственно-спектральным представлением 
РМИ и РМИ не сводится к классическому многомерному преобразованию Фурье.

Противоречие между необходимостью обработки СШП радиометрических сигналов и слож-
ностью обращения возникающего интегрального оператора устраняется применением про-
странственно-временных V  -преобразований.

Ниже изложены результаты, обобщающие работы [7–9, 13, 24–26, 38, 40, 43, 48, 73]. 
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Постановка оптимизационной задачи

По наблюдению СШП сигналов на выходе пространственно-распределенной M -элементной 
антенной системы необходимо синтезировать алгоритмы оптимального и квазиоптимального 
формирования РМИ, исследовать точность оценивания РМИ и функцию неопределённости 
системы, разработанной на основе этих алгоритмов.

Уравнения наблюдения на выходах M –элементной антенной системы запишем в виде 
системы (см. (46))
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где согласно (33)
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— полезный сигнал на выходе i -й ( =1:i M ) додетекторной части приемника с передаточной 

характеристикой ( )p 2iK j f , ( )J ¢ ¢-


 



0, ,i iI f r r  — амплитудно-фазовое распределение чувствитель-

ности точек ¢r  апертуры i -й антенны на частоте f  с учетом ее фокусировки на направление J


0 , 

J


 — вектор направляющих косинусов, c  — скорость распространения электромагнитных волн 

в пространстве, ( )J


 ,A f  — спектрально-угловая плотность комплексной амплитуды, удовлетво-

ряющая условию спектрально-угловой некоррелированности

	 ( ) ( )J J* =
 

 

1 1 2 2, ,A f A f ( ) ( ) ( )J d d J J- -
  

1 1 1 2 1 2,B f f f , ( )J


1 1,B f

— спектрально-угловая плотность мощности (гиперспектральное РМИ), ( )d ×  — дельта-функция, 

«* » — символ комплексного сопряжения, 	 ×  — оператор статистического усреднения,  

( )in t  — внутренние шумы (см. (38)) i -го канала приемника, пересчитанные к его входу,  

( )p 2iN j f  — спектр белого гауссовского шума, ,r in t( )  — белые гауссовские шумы (см. (44)), 

исключающие сингулярные решения интегральных уравнений и состоящие из аддитивной 
смеси ,ra in t( )  — регуляризирующего шума i -го канала, и rbn t( )  — межканально-коррелирован-

ного белого гауссовского шума.
Взаимная корреляционная функция уравнений наблюдений (163) на выходах i -го и j -го 

каналов равна (см. (47))
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где ( )J


,effA f  — эффективная площадь антенны, dij  — символ Кронекера, 00.5 nN  — двухсторонняя 

спектральная плотность мощности шума, 00.5 raN , 00.5 rbN  — двухсторонние спектральные плот-
ности мощности составляющих регуляризирующего шума ( >0 0ra rbN N  и 0 0n raN N ).
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Оптимальный алгоритм оценки РМИ J


B( )  находим из решения уравнения правдоподобия 
следующего вида
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где T  — время наблюдения, d
d J



B( )
 — оператор вариационной (функциональной) производной 

(по РМИ как функции направляющих косинусов), J¢


1 2, ,ijW t t B( ( ))  — функция обратная взаимной 

корреляционной функции (165), определяемая из уравнения обращения
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Решив уравнение правдоподобия (166) найдем оптимальный алгоритм обработки наблюде-
ний в следующем виде:
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где ,fd iu t( )  — наблюдение на выходе i -го канала, прошедшее декоррелирующий и согласован-

ный фильтры, расширяющие полосы пропускания входных цепей приемника, J J -¢- - D
 

 1
, 0sd i iju t r c( ( ) )  

— наблюдение на выходе i -го канала, прошедшее декоррелирующий и согласованный фильтры, 
а также задержанное на время J J -¢- D

 

 1
0 ijr c( )  с целью последующей когерентной обработки с 

сигналом j -го канала, SnP B( ) , J J¢-
 

0,nbP B( )  — мощности нескомпенсированных внутренних 

шумов многоканальных компенсационных {}× 1
 и кросскорреляционно-компенсационных {}× 2

 

каналов обработки.
При выводе алгоритма (167) использованы методы вычисления функциональных произво-

дных, пространственно-временного корреляционного анализа и математический аппарат инте-
гральных V -преобразований. В скобках × 1{ }  заключены следующие операции: вычисление мощ-
ности декоррелированного наблюдения в каждом из M  каналов, суммирование сигналов на 
выходах всех M  каналов и компенсация мощности ( )SnP B  внутренних шумов. В скобках × 2{ }  

содержатся следующие операции: вычисление корреляционных функций между всеми парами 
антенн в АР (при этом сигналы одного из каналов проходят систему линий задержек, реализую-
щих расфильтровку по угловым координатам), суммирование выходов всех блоков, усиления и 
компенсации мощности ( )J J¢-

 

0,nbP B  внутренних шумов.

Декоррелирующие свойства фильтров в каналах обработки × 1{ }  значительно слабее, чем в 
каналах обработки × 2{ } , поэтому слагаемым × 1{ }  в (167) можно пренебречь. Квазиоптимальный 
алгоритм обработки сигналов задан составляющей × 2{ }  в выражении (167), т. е. соответствует 
кросскорреляционно-компенсационной обработке сигналов. При введении квазимонохромати-
ческого приближения в {}× 2

 алгоритм обработки сигналов сводится к характерному для систем 

апертурного синтеза.
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Потенциальная точность оценивания найдена из неравенства Крамера-Рао в виде
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– функция неопределенности системы, зависящая от соотношения сигнал/шум -1
ijq f( ) , полосы 

частот додетекторного тракта приемника после декоррелирующего фильтра, геометрии антен-
ной решетки. Потенциальная флуктуационная чувствительность равна 

J J
d s

=
=  

0
min B B

B
( ) ( )

.

Можно показать, что потери точности, возникающие при переходе к квазиоптимальной обра-
ботке пространственно-временных сигналов, составляют единицы процентов.

Обработка СШП сигналов снижает нижнюю границу погрешностей (168). Кроме того, вместо 
традиционно используемых антенных решеток, можно переходить к их сверхразреженным ана-
логам. Сверхразреженная Y-образная антенная решетка показана на рис. 19. На рис. 20, 21 изо-
бражены функции неопределенности системы, реализующей алгоритм {}× 2

 в (167), при обра-

ботке узкополосных ( Î ± D0 0,5f f f ) и СПШ ( Î 0 0[0,1 ; ]f f f ) сигналов. На рис. 22 показана сверх-
разреженная кольцевая решетка и функции неопределенности системы (рис. 22, 23) при обра-
ботке узкополосных и СШП пространственно-временных сигналов.

Рис. 19. Y-образная сверхразреженная антенная решетка из четырех антенн А1–А4.

Рис. 20. Функция неопределенности узкополосной системы  
при использовании Y-образной четырёхэлементной решетки.
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Рис. 21. Функция неопределенности СШП системы  
при использовании Y-образной четырёхэлементной решетки.

Рис. 22. Кольцевая сверхразреженная антенная решетка из восьми антенн А1–А8.

Рис. 23. Функция неопределенности узкополосной системы  
при использовании круглой восьмиэлементной решетки.

Из анализа рис. 21, 24 следует, что кросскорреляционно-компенсационные системы со сверх-
разреженными антенными решетками и обработкой СШП сигналов характеризуются одноле-
пестковыми функциями неопределенности.
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Рис. 24. Функция неопределенности СШП системы при использовании круглой 
восьмиэлементной решетки.

На рис. 25–27 приведены тестовое РМИ и РМИ, сформированные согласно алгоритму {}× 2
 

(см. (167)) при обработке узкополосных и СШП сигналов, наблюдаемых на выходе кольцевой 
восьмиэлементной антенной решетки (см. рис.  22). РМИ, показанное на рис.  27 визуально 
близко истинному РМИ. РМИ, показанное на рис. 26, несет только часть информации о тесто-
вом РМИ, пропорциональную функции видности системы с кольцевой решеткой и рабочей 
длиной волны l = ± D0 0/ 0.5c f f( ) . Переходя к многочастотным измерениям или изменяя гео-
метрию антенной решетки во времени можно сформировать серию аналогичных рис. 26 РМИ 
на разных пространственных частотах и последующей совместной обработкой восстановить 
РМИ, близкое тестовому.

Методика оценки электрофизических параметров исследуемых сред  
и выбора оптимальных условий проведения экспериментальных исследований
В [57, 73–78] обоснована методика выбора оптимальных условий проведения эксперимен-

тальных исследований, обеспечивающих минимальные погрешности измерений искомых пара-
метров. Суть методики заключается в следующем:

●● синтезируется алгоритм оптимальной оценки параметра (вектора параметров) и разраба-
тывается структурная схема;

●● находится аналитическая зависимость потенциальной точности оценивания от искомого 
параметра или вектора параметров ( )s l



2 ;

●● исследуются электродинамические, регрессионные или эмпирические модели, связываю-
щие оцениваемые параметры источника радиотеплового излучения с параметрами источ-
ника излучения. Часто такие модели являются многопараметрическими и решение может 
быть получено при наличии необходимых априорных l



àïð.èçâ.  сведений. 

Функциональные связи выразим аналитически 
	 ( )l l l=

  

ñðåäû àïð.èçâ.|f ;

●● аналитические модели связи подставляют в потенциальные точности оценивания,  

т. е. ( ) ( )( )s l s l l=
  

ñðåäû àïð.èçâ.
2 2 |f  и численным моделированием получают зависимость точ-

ности оценок параметров от условий проведения эксперимента.
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Рис. 25. Тестовое РМИ.

Рис. 26. РМИ, сформированное согласно алгоритму {}× 2
 (см. (167))  

при обработке узкополосных сигналов.

Рис. 27. РМИ, сформированное согласно алгоритму {}× 2
 (см. (167))  

при обработке СШП сигналов.
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Выводы

Изложенные в статье материалы по широте решенных согласно единой концепции задач син-
теза оптимальных и квазиоптимальных алгоритмов обработки сигналов, разработке на их 
основе структруных схем, исследованию потенциальных точностных характеристик и флуктуа-
ционных чувствительностей существенно развивают статистическую теорию радиометриче-
ских устройств и систем. Новые подходы, используемые при решении задач, позволили разрабо-
тать единую статистическую теорию синтеза систем, методы которой применимы для обра-
ботки СШП, многочастотных и узкополосных процессов и пространственно-временных полей.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Фонда фундаментальных иссле-
дований (грант № 13–02–12065 офи_м).
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Статистическая теория сверхширокополосных радиометрических устройств и систем

STATISTICAL THEORY OF ULTRAWIDEBAND 
RADIOMETRIC DEVICES AND SYSTEMS

V. K. Volosyuk, V. F. Kravchenko, B. G. Kutuza,  
V. V. Pavlikov, and V. I. Pustovoit

Now significant success in development of the statistical theory of ultrawideband (UWB) radiometric 
devises and systems (RMDS) synthesis comprising as special cases, questions of narrow-band and 
multifrequency systems synthesis is achieved. New results became possible thanks to development of 
mathematical apparatus transforms, allowing to determine bijective relation between spatio-temporal 
and spatio-spectral characteristics as observed spatio-temporal fields of own radio thermal radiation, 
and radiometric systems. Using uniform mathematical apparatus allowed to prove the new concept of 
«through» syntheses of UWB, multifrequency and narrow-band RMDS allowing to solve problems of 
design of optimal and quasioptimal algorithms for signal and spatio-temporal field processing,  
to develop recommendations about their practical realization, estimations of potential accuracy and 
fluctuation sensitivity of the synthesized algorithms, devices and systems, the analysis of electrodynamic, 
empirical and regression models for estimated parameters of radio thermal radiation with electrophysical 
parameters and statistical characteristics of the studied environments, a choice of optimum conditions 
for performing experiments. Following this concept the wide class of problems of synthesis of radiometric 
devices of total power, compensation and modulation types, additive and multiplicative radio 
interferometer systems, and also systems of aperture synthesis is solved.

Article contains general information on microwave radiometry, a condition of the classical theory of 
RMDS, short data on main types of transformations, the review of works on statistical synthesis of RMDS 
and also new results on the statistical theory of UWB, multifrequency and narrow-band RMDS.

The review is very actual now when significant progress in the field of digital processing of signals 
and technological break in manufacturing of UWB radio engineering knots and blocks opens perspectives 
for essential increase of functioning efficiency and RMDS precision characteristics.
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Аннотация
Дано обоснование скейлинговым методам опти-
ческой диагностики аппроксимантов одномерных 
и двумерных структур квазикристаллического 
типа, представляющих собой апериодические 
многослойные системы и дифракционные 
решетки. Оно опирается на наличие количествен-
ной связи между морфологическими особенно-
стями структур аппроксимантов и скейлингом их 
оптических характеристик. Обнаруженная устой-
чивость скейлинговых параметров зондирую-
щего излучения к изменению уровня генерации 
элементарных ячеек аппроксимантов и размеров 
исследуемых структур указывает на перспектив-
ность скейлинговых подходов к совершенствова-
нию диагностики.

Ключевые слова: аппроксиманты, оптическая 
диагностика, апериодические структуры, много-
слойные системы, квазикристаллические струк-
туры, скейлинг, паттерный анализ

Abstract
Scaling methods for optical diagnostics of 1D and 2D 
approximants of quasicrystal type structures that 
represent aperiodic multilayer systems and gratings 
are explained. It is based on the presence of the 
quantitative relationship between the morphological 
features of the approximant structures and scaling 
optical characteristics. The detected scaling 
parameter stability of the probing radiation to 
changes in the level generation of approximant 
elementary cells and the total size of investigated 
structures indicates the prospect scaling approaches 
to improve diagnostics.

Key words: approximants, optical diagnostics, 
quasicrystalline structure, multilayer systems, 
aperiodic gratings, pattern analysis, scaling
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Введение
Разработка новых типов оптических устройств и систем требует совершенствования методов 

диагностики используемой элементной базы. В частности, существует необходимость в разра-
ботке диагностических методов, учитывающих специфику оптических элементов с геометрией, 
характерной для аппроксимантов квазикристаллических структур. Аппроксиманты структур 
квазикристаллического типа занимают промежуточное место между апериодическими и перио-
дическими системами. В простейшем случае аппроксиманты вида Al  формируются на основе 
блочного метода [1–2] и представляются в виде последовательностей элементарных ячеек lS : 

{ }A =
p

l lS , где l — уровень генерации, используемой апериодической числовой последователь-

ности, p — порядок аппроксиманта, определяемый числом элементарных ячеек.
Практическая и общенаучная значимость исследования оптических характеристик систем 

аппроксимантов, обладающих, в частности, фрактальными свойствами, обусловлена все возрас-
тающими требованиями, предъявляемыми к современным методам идентификации структур 
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объектов на базе оптической диагностики и структурного анализа [3–4]. Цель настоящей работы 
состоит в обосновании скейлингового метода диагностики аппроксимантов апериодических 
структур на основе количественной связи между скейлингом характеристик зондирующих све-
товых пучков и структурными особенностями исследуемых объектов. В качестве последних рас-
сматриваются аппроксиманты многослойных систем и двумерных апериодических дифракци-
онных решеток квазикристаллического типа [1]. Проводится проверка устойчивости найденных 
инвариантов скейлинговых параметров к изменению уровня генерации элементарных ячеек и 
общих размеров анализируемых структур. Проведенное исследование структурных особенно-
стей аппроксимантов и их характеристик базируется на матричных преобразованиях с привле-
чением паттерного анализа и фрактальной параметризации [5–8].

Оптические характеристики аппроксимантов квазикристаллических структур
Для построения систем аппроксимантов и моделирования их свойств использовались свой-

ства известных числовых последовательностей Фибоначчи, Морса-Туэ, двойного периода и Кан-
тора, описывающих структурные особенности объектов квазикристаллического типа с вну-
тренней симметрией самоподобия и фрактальными признаками [2, 5].

Аппроксиманты апериодических структур формировалась на основе блочного метода с 
использованием элементов двух типов А и B, порядок чередования которых удовлетворял 
используемым числовым последовательностям. Так, например, для системы Фибоначчи началь-
ные блоки состоят из элементов: =0S A , =1S AB , =3S ABA . При переходе к более высокому 
структурному уровню используются следующие правила замещения: ®A AB , ®B A . По сход-
ному принципу осуществлялось построение структур двойного периода и Морса–Туэ [2]. Системы 
фрактального типа формировались на основе числовой последовательности Кантора с началь-
ными уровнями: =0S A ; =1S ABA  и т. д. Переход от более низкого уровня к более высокому про-
изводился с помощью замен элементов: ®A ABA ; ®B BBB . В многослойных системах чередо-
вание элементов исходных числовых последовательностей характеризует распределение слоев 
с высоким и низким показателем преломления.

Решетчатым структурам ставились в соответствие одномерные и двумерные матрицы, полу-
ченные на основе указанных последовательностей, однозначно определяющих положение рас-
сеивающих центров и свободных вакансий. При построении двумерных систем использовался 
ранее предложенный математический подход, основанный на матричных преобразованиях [9]. 
Для примера на рис.  1 приведены элементарные ячейки аппроксимантов Фибоначчи много-
слойной системы и двумерных решеток, характеризующихся матрицами mnC  и mnQ  ( =m n ) с 
большой и меньшей плотностью рассеивающих центров.

Расчет оптических характеристик аппроксимантов систем квазикристаллического типа осно-
вывался на нахождении фурье-образов структур апериодических решеток и спектров отраже-
ния многослойных систем с использованием матричного метода [8] и логарифмического пред-
ставления приведенного коэффициента отражения: W =- -( ) ln(1 )r R , где R  — коэффициент 
отражения по мощности, w wW= / 0  — нормированная частота, причем w0  соответствует фазо-
вым набегам в слоях, равным p /2  [10]. Таким образом, фазовые набеги в слоях при распростра-
нении излучения через многослойные системы считались одинаковыми.

Спектры отражения многослойных систем с общим числом слоев J  вычислялись в предполо-
жении, что элементу А ставится в соответствие слой с низким показателем преломления =2AN , а 
В — с высоким =3BN . При этом показатель преломления окружающей среды полагался =1CN .

На рис.  2 и 3 приведены картины эволюции спектров отражения W( )r , соответствующие 
многослойным системам Фибоначчи и Морса–Туэ, а также их аппроксимантам разного порядка 
p  с различным количеством элементов в элементарных ячейках ln . Структурное соответствие 
величины и положения основных максимумов запрещенных зон приведенных спектров отраже-
ния показано с помощью буквенных обозначений a, b, c, d.
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а)

	 б) 	 в)
Рис. 1. Структура элементарных ячеек 5-го уровня генерации аппроксимантов Фибоначчи 

многослойной системы (а) и двумерных решетчатых структур, построенных  
на основе матриц mnC  (б) и mnQ  (в).

Рис. 2. Эволюция спектров отражения систем Фибоначчи. Спектры отражения аппроксимантов 
{ }A =

29
4 4S  (J = 232) (а), { }A =

18
5 5S  (J = 234) (б); { }A =

11
6 6S  (J = 231) (в); { }A =

7
7 7S  (J = 238) (г); 

{ }A =
4

8 8S  (J = 220) (д) и многослойной системы Фибоначчи (J = 233 слоя) (е).

Из представленных на рис. 2 результатов видно, что, несмотря на некоторый разброс количе-
ства слоев, форма спектров отражения и расположение наиболее интенсивных спектральных мак-
симумов (a, b, c, d) многослойной системы и ее аппроксимантов оказываются близкими, начиная с 
уровня генерации элементарных ячеек =5l . При этом коэффициент скейлинга (пространствен-
ной инвариантности) V  оптических характеристик аппроксимантов, определяемый отношением 
самоподобных элементов ab  и cd : V = »/ 1.6ab cd , соответствует ранее полученным коэффици-
ентам скейлинга спектра отражения многослойной системы и структуры Фибоначчи [10].

Из рис. 3 видно, что для аппроксимантов многослойной системы Морса-Туэ также характерна 
высокая степень устойчивости в положении и форме основных пиков (a, b, c, d) в спектрах отраже-
ния, если ³6l . Причем коэффициент скейлинга V  в спектрах отражения аппроксимантов ( ³6l ): 
V = /cd ab  близок к значениям этого коэффициента для спектра отражения многослойной 
системы Морса-Туэ и ее структуры V =2.

а)

б)

в)

г)

д)

е)
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Рис. 3. Эволюция спектров отражения систем Морса-Туэ (J = 256 слоев). Спектры отражения 
аппроксимантов { }A =

32
3 3S  (а), { }A =

16
4 4S  (б); { }A =

8
5 5S  (в); { }A =

4
6 6S  (г); { }A =

2
7 7S  (д) и 

многослойной системы Морса-Туэ (е).

Результаты исследования систем других типов указывают на то, что наибольшая степень 
устойчивости в положении основных спектральных максимумов проявляется у систем двойного 
периода, если ³2l  [11]. При этом коэффициент скейлинга спектров отражения аппроксимантов 
таких структур совпадает с коэффициетами скейлинга аппроксимантов Морса-Туэ V =2 .  
Оценка устойчивости положения и формы основных экстремумов спектров отражения аппрок-
симантов фрактальной структуры Кантора для уровней генерации их элементарных ячеек 
имеет вид: ³3l . В этом случае найденный инвариант пространственного масштабирования 
(коэффициент скейлинга) V  оказался равен внутреннему коэффициенту скейлинга всей апери-
одической многослойной структуры Кантора и соответствующего ей спектра многослойной 
системы V »3  [5]. Также, следует отметить, что уменьшение размеров элементарных ячеек 
(уровня генерации l ) аппроксимантов приводит к заметному изменению спектров отражения 
рассматриваемых структур квазикристаллического типа.

Проведенный анализ Фурье рассматриваемых апериодических объектов показал наличие 
фрактальных и скейлинговых свойств Фурье-образов двумерных решеток и их аппроксимантов, 
сформированных на основе структурных матриц, отличающихся плотностью рассеивающих 
центров (рис. 1). Так, на рис. 4 показана трансформация проекций графического представления 
фурье-образа двумерной структуры решетки Фибоначчи и ее аппроксимантов на поперечную 
ось распределений амплитуды светового поля в дальней зоне ( , )q cA x y , где q  — нормированная 

пространственная частота, (x, y) – поперечные координаты распределения, cx  — фиксирован-
ное значение поперечной координаты, соответствующее положению наиболее интенсивных 
пиков распределения поля. Аппроксиманты сформированы на основе матриц mnQ  [9].

Из рис.  4 видно, что 2D апериодические объекты Фибоначчи характеризуются близкими по 
структуре Фурье-образами даже при различных уровнях генерации элементарных ячеек l и не оди-
наковых размерах анализируемых систем. Следует также отметить высокую степень устойчивости 
по форме скелетона представленных амплитудных распределений, если ³5l . Аналогичные резуль-
таты были получены и для 2D Фурье-образов апериодических объектов иной конфигурации,  
причем оценка степени стабильности скелетона распределений qA , сформированного наиболее 

интенсивными рефлексами, удовлетворяет неравенствам ³6l  (системы двойного периода,  

а)

б)

в)

г)

д)

е)
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Морса-Туэ) и ³3l  (системы Кантора). Сходные результаты были получены и для объектов, образо-
ванных на основе структурных матриц mnC . При этом имеет место практически полная корреляция 
положения основных максимумов распределений qA , соответствующих различным матрицам.

Рис. 4. Эволюция проекций фурье-образа двумерных аппроксимантов Фибоначчи на основе 
матриц mnQ . Распределение амплитуды фурье-спектров ( , )q cA x y  аппроксимантов 

{ }A = =
29

44 44 , 88cS x  (а), { }A = =
18

55 55 , 91cS x  (б), { }A = =
11

66 66 , 89cS x  (в);  

{ }A = =
7

77 77 , 92cS x  (г); { }A = =
4

88 88 , 85cS x  (д) и решетки Фибоначчи с размерами ´233 233 , 

=90cx  (е). В качестве локальных паттернов выбрана система пиков на интервале ab .

Проведенное исследование показало, что структура оптических характеристик рассмотренных 
апериодических систем и их аппроксимантов (многослойных систем и дифракционных решеток) 
характеризуется наличием сходных по форме отдельных фрагментов — паттернов, сформирован-
ных с использованием свойств одной и той же апериодической числовой последовательности для 
систем разной физической природы. Так, на рис. 2 и рис. 4 показаны схожие по структуре и скей-
линговым характеристикам локальные паттерны на интервале ab . На рис. 3 паттерные образова-
ния, соответствующие структуре Морса-Туэ, рассматриваются на интервалах ab , cd  и ad .

Таким образом, результаты численного моделирования указывают на возможность идентифи-
кации аппроксимантов, обладающих разной внутренней симметрией самоподобия, с помощью 
фиксации локальных паттернов в структурах оптических характеристик картин дифракции или 
интерференции в пределах выделенной области скейлинга. Следует также отметить, что значе-
ния коэффициентов скейлинга V  Фурье-образов аппроксимантов исследуемых структур совпа-
дают с соответсвующими коэффициентами скейлинга V , полученными для многослойных систем 
и их аппроксимантов, сформированных по схожим правилам построения. Это дает возможность 
использовать параметры V  в качестве инвариантов, устанавливающих взаимно однозначное 
соответствие между морфологическими особенностями анализируемых структур и их оптиче-
скими характеристиками.

Заключение
Выполненные расчеты показали, что скейлинговыми свойствами обладают все рассмотренные 

спектральные характеристики, как объектов с фрактальной (по Кантору), так и с фракталоподоб-
ной структурой (Фибоначчи, двойного периода, Морса-Туэ). При этом было установлено, что, 

а)

б)

в)

г)

д)

е)
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несмотря на значительные внешние структурные отличия, аппроксиманты с разными уровнями 
генерации элементарных ячеек, принадлежащие к одному классу внутренней симметрии самопо-
добия, характеризуются одинаковой формой паттернов и одинаковыми значениями коэффициен-
тов скейлинга.

Таким образом, проведенное исследование, подтверждающее наличие устойчивой количе-
ственной взаимосвязи между структурными особенностями аппроксимантов систем разной 
физической природы и их спектральными характеристиками, дает развернутое обоснование 
методам оптической диагностики, основанным на определении скейлинговых параметров и при-
влечении паттерного анализа.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Фонда фундаментальных исследо-
ваний (грант № 14–22–01086 офи_м).
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OPTICAL APPROXIMANT DIAGNOSTICS OF 1D AND 2D 
APERIODIC STRUCTURES

P. V. Korolenko, Р. А. Logachev, S. B. Ryzhikov, and Yu.V. Ryzhikova

When making an optical diagnostics of a variety of structures and analyzing processes with a 
complex spatiotemporal structure it often becomes necessary to study scaling in the structure of the 
recorded signals. Practical and general scientific significance of the optical characteristic approximant 
research of the aperiodic systems with fractal properties is related to the increased requirements to 
modern methods of object structure identification on the basis of optical diagnostics and structural 
analysis. The investigation purpose is to establish the scaling method for approximant diagnostics of 
analyzed structures based on the quantitative relationship between the scaling characteristics of the 
probing light beams and structural characteristics of the objects. Approximants of multilayer systems 
and two-dimensional aperiodic grating of quasicrystal type are considered as such objects.

Verification stability found invariants of scaling parameters to changes in the level generation of 
elementary cells and the analyzed structure sizes is conducted. The research of structural and 
scaling approximant characteristics is based on matrix transformations with the involvement of 
patterns and fractal analysis.
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Аннотация
Изложены некоторые результаты теоретического 
и экспериментального изучения динамики частиц 
и волн при взаимодействии интенсивного элек-
тромагнитного импульса с плазмой, помещенной 
в цилиндрический резонатор. Показано, что в 
условиях, когда реализуются режимы с динамиче-
ским хаосом для взаимодействий волна-частица и 
волна-волна, сохраняются некоторые корреляци-
онные процессы. Они проявляются в возникнове-
нии электромагнитных всплесков, которые воз-
никают по истечении достаточно большого вре-
мени после окончания импульса, который дей-
ствует на плазму. Кроме того, вид мгновенных 
спектров колебаний в плазме носит линейчатый 
характер. Обсуждаются возможные механизмы 
этих эффектов.

Ключевые слова: плазма, стохастический нагрев, 
резонатор

Abstract
Some results of theoretical and experimental study of 
the dynamics of particles and waves in the interaction 
of intense electromagnetic pulse with plasma placed 
in a cylindrical cavity. The high efficiency of plasma 
heating by fields of regular electromagnetic waves in 
conditions of local instability has been shown. It is 
shown that under conditions where the regimes with 
dynamic chaos are realized for interactions of wave-
particle and wave-wave types, there are still exist 
some correlation processes. They are manifested in 
the emergence of electromagnetic bursts that occur 
after a sufficiently long time after the pulse, which 
acts on the plasma. Also, the form of the instantaneous 
spectra of oscillations in the plasma has a line 
structure. The possible mechanisms of these effects 
are discussed.

Key words: plasma, stochastic heating, cavity
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Введение
При взаимодействии интенсивных электромагнитных импульсов с плазмой можно выделить 

два основных процесса. Это взаимодействие типа волна-частица и взаимодействие типа волна-
волна. Каждый из этих процессов при определенных значениях параметров может носить как 
регулярный, так и стохастический характер. При этом режимы с динамическим хаосом (стохасти-
ческие процессы) представляют значительный интерес для нагрева плазмы. В наших предыдущих 
теоретических работах [1–4] были изучены как режимы с регулярной, так и со стохастической 
динамикой частиц плазмы при взаимодействии типа волна-частица. Была показана высокая 
эффективность нагрева плазмы при перекрытии нелинейных комбинационных и циклотронных 
резонансов. Нагрев происходил очень быстро.
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Вторым по важности для нагрева плазмы является процесс взаимодействия типа волна-волна. 
Этот процесс развивается на временах значительно больших чем характерное время процесса вза-
имодействия волна-частица. Он также был изучен [4–7]. Были найдены условия возникновения 
режима с динамическим хаосом. В дальнейших теоретических и экспериментальных работах 
[8–12] эти результаты получили дальнейшее развитие. Было получено хорошее качественное 
согласие теоретических результатов с результатами экспериментальных исследований.

Во всех рассмотренных выше случаях оставался главный вопрос о соответствии рассматривае-
мых теоретических моделей с условиями, которые реализуются в эксперименте. Прежде всего, это 
относится к тому факту, что в теоретических моделях рассматривалась неограниченная однород-
ная плазма, помещенная во внешнее однородное магнитное поле. В экспериментальных исследо-
ваниях плазма помещалась в цилиндрический резонатор, и во многих случаях внешнее магнитное 
поле было неоднородным. Неоднородность магнитного поля представляла собой ловушечную 
конфигурацию с магнитными зеркалами. Ясно, что теоретические модели, основанные на неогра-
ниченном свободном пространстве и однородном внешнем магнитном поле, во многих случаях 
могут давать, по крайней мере, количественно другие результаты, чем те, которые наблюдаются в 
эксперименте. Кроме того, экспериментальные исследования также были несовершенны. В част-
ности, не удавалось измерять скорость нагрева плазмы, мгновенные спектры излучения, а также 
функцию распределения электронов по энергиям.

Несоответствие теоретических и экспериментальных результатов, в частности, заключалось в 
том, что при выполнении критериев стохастизации при взаимодействиях типа волна-частица и 
взаимодействиях типа волна-волна предполагалось, что никакие корреляционные эффекты про-
являться не должны. Однако во многих экспериментальных исследованиях такие эффекты 
проявлялись.

Целью настоящей работы является дальнейшее теоретическое и экспериментальное изучение 
процессов нагрева плазмы, помещенной во внешнее магнитное поле и в цилиндрический резона-
тор. Ниже мы опишем результаты теоретического и экспериментального исследований такого 
процесса. В частности, будут описаны наблюдавшиеся в эксперименте корреляционные эффекты, 
а также возможные механизмы их возникновения.

1. Теоретические исследования
Рассмотрим движение заряженной частицы в постоянном магнитном поле 0H  и в поле  

H –волны круглого волновода. Будем использовать цилиндрическую систему координат ( )f, ,r z  с 

началом в центре поперечного сечения волновода и осью z вдоль волновода, f,r  — полярные 
координаты в плоскости поперечного сечения, угол f  отсчитывается от положительного направ-
ления оси x. Магнитное поле 0H  направлено вдоль оси волновода, радиус волновода a . В выбран-
ной таким образом системе координат составляющие поля mnH –волны имеют вид
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	  (1)

где mJ  — функция Бесселя порядка m ; ¢mJ  — производная функции Бесселя; n
^ = mnk

a
, nmn  — корень 

производной функции Бесселя, индекс n  соответствует номеру корня; ^= -2 2
zk k k ; w

=k
c

.
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Переходя к безразмерным переменным

	 w
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c Mc
выпишем уравнения движения частицы,
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в которых использованы обозначения e w
w w w

= = =
 



 0, , H
eHeE eHh

Mc Mc Mc
; M — масса частицы, 

g = +
21 p  энергия частицы.

Перейдем в пространстве импульсов в цилиндрическую систему координат ( )^ Q, , zp p  по 

формулам
	 ^ ^= Q = Qcos , sinx yp p p p .	  (3)

Записывая уравнения (2) в новых переменных, получим следующую систему уравнений:
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Из уравнений (4) видно, что уравнения для продольного и поперечного импульсов частицы 
получаются из уравнения для энергии. Рассмотрим поэтому его более подробно. Нашей целью 
будет разложение движения частицы по циклотронным резонансам. Для нахождения правой 
части уравнения для энергии частицы (первого уравнения системы (4)) найдем сначала выраже-
ния для электрических полей ex  иey :
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Представляя произведение синусов и косинусов в виде суммы, а затем, используя рекуррент-
ные соотношения для функций Бесселя, нетрудно получить
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	  (6)

Подставляя полученные поля в уравнение для энергии, получим следующее уравнение, описы-
вающее изменение энергии частицы

	 ( )e
g f f f f

g
^

- ^ + ^= - - +Q + + -Q0
1 1sin sin sin .

2 z m m
pd k z t J k r m J k r m

dt
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 	  (7)

Для того, чтобы выявить резонансы частицы с волной перейдем в координатном пространстве 
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в систему координат, связанную с ларморовским центром частицы ( )f, ,c cr z  соотношениями

	 w w
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= = = =

sin , cos ,

cos , sin , cos , sin ,

c c
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c c c c c c

p px x y y
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 	 (8)

где индекс с стоит у координат ларморовского центра. Легко показать, что из (8) следует
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p  — ларморовский радиус частицы.

Поэтому, переходя к новым координатам, можно использовать [13] теорему сложения Графа
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После проведения необходимых преобразований получим:
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Уравнение (11) необходимо дополнить уравнениями для остальных переменных: координат и 
импульсов. Вывод их аналогичен выводу уравнения для энергии. Выпишем полную систему урав-
нений, описывающую движение частицы
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Вводя спиральную фазу Q = - Q-s zk z s t , уравнение (11) можно преобразовать к виду
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Заметим, что для волны 0nH  (случай =0m ) уравнение (13) несколько упрощается
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Рассмотрим случай малой амплитуды волны (e 0 1), что в действительности практически 
всегда выполнимо. Исследуем движение частицы вблизи резонанса

	 w
g
+

- » = ± ±1 0 , 0, 1, 2, ...z z Hk p s s 	  (15)
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В этом случае в (13) можно оставить только член суммы с медленной резонансной фазой Qs , 
усреднив по всем остальным быстрым фазам. Проанализируем правую часть уравнения (13) 
после усреднения для волны 1mH  (случай ¹0m , =1n ). Эффективность взаимодействия частицы 
с волной зависит от величины правой части уравнения. А так как правая часть уравнения зави-
сит от функций - ^( )m s cJ k r  и + ^( )m s cJ k r , то для частиц вблизи оси волновода необходимо оста-

вить член с функцией Бесселя меньшего порядка. Для таких частиц наиболее благоприятным 
условием, с точки зрения эффективности взаимодействия с волной, будет выполнение одного 
из условий ± =0m s  — номер угловой моды волны равен номеру резонанса. Если ± ¹0m s ,  
то модуль одной из функций Бесселя будет максимален вдали от оси волновода. Следовательно, 
наилучшим образом с волной будут взаимодействовать частицы с cr , удовлетворяющим усло-
вию максимума модуля функции Бесселя - ^( )m s cJ k r  или + ^( )m s cJ k r . При увеличении номера ради-

альной моды n  картина несколько усложняется — вдоль радиуса волновода появляется 
несколько максимумов функции Бесселя; необходимо также в зависимости от величины cr   
учитывать обе функции Бесселя.

Для волны 0nH , после усреднения в (14), остается один член суммы. Из-за наличия в правой 
части уравнения неоднородности по радиусу волновода, пропорциональной ^( )s cJ k r , частицы, 
находящиеся вблизи оси волновода, с волной на циклотронных резонансах взаимодействуют 
плохо. Более эффективно с волной взаимодействуют удаленные от центра волновода частицы, 
например, частицы трубчатого пучка заряженных частиц.

Вернемся к (13), будем считать, что =1n  (волна 1mH ) и частица расположена вблизи оси волно-

вода. Тогда после усреднения по резонансной фазе fQ = - Q- + + ( )s z ck z s t m s  получим уравнения, 
описывающие движение частицы в резонансе (15):
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При получении уравнения для фазы Q s  пренебрегаем членами порядка e0 , так как изменение 

g  порядка e0 . Однако, отметим, что это справедливо только в случае, когда ^p  находится вдали 

от нуля, в случае же, когда ^ 1p  (нерелятивистская частица) важную роль в уравнении для фазы 
начинают играть члены пропорциональные e ^0 p .

Поскольку амплитуда волны мала, то можно считать, что изменение энергии и координат лар-
моровского центра частицы под действием волны также мало. Выпишем уравнения для измене-
ния энергии частицы g g g= - 0  g g  0( ) . В первом порядке по g  уравнения (16) имеют вид
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где g r^0 0 0, ,p  соответствуют выполнению условия резонанса (15).
Уравнения (17) описывают движение частицы вблизи резонанса (15). Из них легко найти мак-

симальное изменение энергии частицы — полуширину резонанса
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Полуширина резонанса (18) похожа на аналогичное выражение для случая движения частицы 
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в поле плоской волны с вектором электрического поля, направленным перпендикулярно постоян-
ному магнитному полю и волновому вектору [8]. Отличие состоит в множителе + ^0.5 ( )m s cJ k r ,  

т. е. максимальное изменение энергии частицы зависит от её положения относительно оси волно-
вода и соотношения номера циклотронного резонанса с номером моды волны. Как уже отмечалось 
выше, максимальную ширину резонанса имеют частицы, находящиеся вблизи оси волновода 

»( 0)cr  при выполнении условия + =0m s . При этом ширины соседних резонансов малы и быстро 
убывают. Если + ¹0m s , то лучше всего с волной будут взаимодействовать те частицы, для кото-
рых значение функции Бесселя + ^( )m s cJ k r  максимально. Естественно, что этими частицами будут 

частицы, расположенные вдали от оси волновода. Таким образом, для обеспечения эффективного 
взаимодействия частиц с волной требуется не только выполнение условия резонанса, но необхо-
дим также выбор соответствующей моды колебаний в волноводе.

1.1. Нерелятивистский случай
Для задач нагрева плазмы важным является случай движения частиц с нерелятивистскими 

начальными скоростями. В этом случае в правой части уравнения для угла Q  системы (12) появ-
ляется особенность ^1/ p , которая приводит к существенному изменению динамики движения 
частицы. Частица с практически нулевой начальной скоростью может за конечное время приоб-
рести релятивистскую скорость, т. е. существуют условия, при которых нерелятивистские урав-
нения движения для описания движения нерелятивистской вначале частицы неприменимы. 
Для иллюстрации этого уравнения движения (4) были проинтегрированы численно для случая 
движения электрона в поле волны 11H . Расчеты были выполнены при следующих значениях 
параметров: =8a  см, w p=2 2.8  ГГц, =0 1H  кГс, p=0 4zk z , =0zp , =0cr , e =0 0.08 . Как показы-
вают расчеты, энергию g»1.6  электрон приобретает за время p»30t . Такое поведение нереля-
тивистских электронов можно использовать для нагрева плазмы. Необходимо только предот-
вратить регулярные фазовые колебания, т. е. заставить электроны в среднем продолжать наби-
рать энергию. Этого можно достичь переходом в хаотический режим движения.

1.2. Хаотическая динамика частиц
Основные характеристики, определяющие движение частиц (резонансы и интегралы), можно 

представить на плоскости ( )g,zp  (рис. 1). Движения частиц представляют собой фазовые колеба-

ния вблизи центра резонанса вдоль интегралов движения. На рисунке приведена также линия 
соседнего резонанса. Расстояние между резонансами легко получить из резонансного условия и 
интеграла движения. Оно имеет вид
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Соседние резонансы перекроются при выполнении условия
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Обсудим теперь возможность хаотического движения частицы при воздействии на неё волны 
за счет перекрытия циклотронных резонансов. Пусть частица находится в циклотронном  
резонансе с номером s , и выполнены условия оптимального резонансного взаимодействия: 

+ =0m s , »0cr . Тогда ширина ближайшего резонанса с номером ±1s  будет в ^1( )cJ k r  раз 

меньше ширины резонанса s , то есть ширины соседних резонансов быстро убывают. Кроме 
того, для малых ^k  расстояние между резонансами увеличивается быстрее ( ^ =1k  — условие 
непропускания волновода), чем их ширина (предел ^ ®0k  – случай авторезонанса, когда линия 
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резонанса совпадает с интегралом движения). Поэтому, по-видимому, достичь перекрытия 
циклотронных резонансов для целей стохастизации движения частицы трудно — требуется 
большая амплитуда поля. Действительно, численное моделирование для волны 11H  и параме-
тров: =8a  см, w p=2 2.8  ГГц, =0 1H  кГс подтвердило, что резонансы не перекрываются вплоть 
до значений e »0 1  (эквивалентно значению »0 300E  кВ/см).

Для того, чтобы движение частицы стало хаотическим при меньших напряженностях поля, 
была добавлена волна 21H , распространяющаяся навстречу волне 11H . При такой конфигурации 

полей на плоскости ( )g,zp  (рис.  1) появляются линии резонансов частицы со второй волной, 

пересекающие линии резонансов частицы с первой волной.

Рис. 1. Расположение резонансов и интеграл на плоскости ( )g,zp .

Результаты численного анализа движения электронов в поле двух бегущих навстречу друг 
другу волн 11H и 21H  представлены на рис. 2, 3. 

Рис. 2. Диффузия электронов в поле двух бегущих навстречу друг другу  
волн 11H и 21H , конечное положение электронов.
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Уравнения движения (4) были проинтегрированы численно для 1000 электронов. В начальный 
момент времени электроны были распределены случайным образом по координатам и направле-
нию поперечной скорости внутри цилиндра радиуса /8a  и длины p2 / zk , расположенного в цен-

тре волновода. Все частицы имели начальную энергию g -= + 41 10 , продольная скорость отсут-
ствовала. Для расчетов амплитуды волн 11H  и 21H  были выбраны одинаковыми e =0 0.08  (эквива-
лентно значению »0 24E  кВ/см.), остальные параметры были следующими: =8a  см, w p=2 2.8  
ГГц, =0 1H  кГс.

Функция распределения частиц для безразмерного времени p=200t  приведена на рис. 3.

Рис. 3. Функция распределения электронов по энергии в поле двух бегущих  
навстречу друг другу волн 11H  и 21H  для безразмерного времени p=200t .

Рис. 4. Функция распределения электронов по энергии в поле стоячих волн 1,1,10H и 2,1,8H   

для безразмерного времени p=200t .

Несколько неожиданный результат оказался при анализе нагрева частиц плазмы в плазменном 
резонаторе. Действительно, можно было ожидать, что благодаря наличию собственных волн резо-
натора, бегущих в прямом и обратном направлениях (стоячие волны), эффективность нагрева 
плазмы будет выше, чем в волноводе. Однако оказалось, что это не всегда так. Во многих случаях 
увеличение числа собственных мод цилиндрического резонатора, заполненного редкой плазмой, 
приводило к некоторому уменьшению эффективности нагрева. Так, на рис. 4 представлена функ-
ция распределения частиц плазмы при воздействии на нее двух стоячих собственных волн резона-
тора ( 1,1,10H  и 2,1,8H  моды резонатора). 
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Объяснить такую особенность можно тем, что гомоклинические структуры во втором случае 
значительно более «густые». В таких структурах время жизни частиц увеличивается. Поэтому 
частицы в другие энергетические области могут диффундировать медленнее. Это означает, что 
для реализации наиболее быстрого и эффективного нагрева следует тщательно выбирать струк-
туру мод, которые действуют на плазму.

2. Экспериментальные исследования

2.1. Методы исследований
Подробное описание установки, на которой проводились экспериментальные исследования 

приведено в [8]. Главным элементом этой экспериментальной установки является многомодо-
вый цилиндрический резонатор диаметром 16 см, длинной 65 см, выполненный из меди, поме-
щенный в продольное ведущее магнитное поле (0.09 ÷ 0.13 Тл на оси резонатора) пробочной 
конфигурации. Расстояние между пробками устанавливалось 43.7 и 44 см. и пробочным отно-
шением равным 1.26 или 1.28, соответственно. Центр резонатора совпадал с центром магнит-
ной ловушки. Исходная плазма создавалась путем ионизации газа (аргона) при давлении 
3÷9 10–2 Па пучком электронов (диаметр пучка 1.8 см, энергия 600 эВ, ток 80 мА). Плотность 
плазмы порядка 109–1010 см-3, температура порядка 20 эВ. Для возбуждения поля в резонаторе 
используется магнетронный генератор с мощностью до 1 МВт и длительностью до 2 мкс.  
Резонатор возбуждался на частоте 2.77 ГГц.

2.2. Основные результаты и обсуждение
Наиболее важным и неожиданным корреляционным эффектом при указанных выше параме-

трах установки является появление дополнительных электромагнитных всплесков, которые 
появляются по истечении некоторого времени после окончания импульса от магнетрона. Харак-
терный вид электромагнитного всплеска представлен на рис.  5. Время и частота появления 
повторных импульсов носит случайный характер. Практически одновременно с СВЧ колебаниями 
регистрируются колебания в оптическом и рентгеновском диапазонах. 

Рис. 5. Характерный вид электромагнитного всплеска.

На рис. 6 приведены статистические данные их появления. Даже небольшое увеличение про-
бочного отношения увеличивает количество появления повторных колебаний и их частоту.

Для объяснения появления таких электромагнитных всплесков мы рассматривали три меха-
низма, которые могут проявить себя в указанных условиях. Прежде всего, может развиваться 
электронная циклотронная неустойчивость. Инкремент этой неустойчивости может быть пред-
ставлен в виде

	
p w w

w
^ ^

^

é ù¶ ¶ê úG= +ê ú¶ ¶ê úë û 

2 2 3
0 0

2
02 3 4

p H
v f fv

ck n k v v
. 	 (21)
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	 а)	 б)

Рис. 6. Частота появления повторных импульсов рентгена в зависимости  
от пробочного отношения ведущего магнитного поля.  

Диаграммы слева направо: пробочное отношение 1.26 (а)и 1.28 (б).

Анализ этого выражения показывает, что для того, чтобы этот механизм мог объяснить появ-
ление всплесков, необходимо, чтобы функции распределения частиц были практически посто-
янными (( ) -¶ ¶ 4/ ~10f v ). Ни теоретические, ни экспериментальные результаты не подтверж-

дают такого предположения. Вторым механизмом, который мог бы объяснить появление вспле-
сков, являются возвраты аналогичным тем, которые появляются в модели Ферми-Паста-Улама. 
Чтобы этот механизм мог реализоваться, необходимо, чтобы в нелинейном взаимодействии 
участвовало более сотни собственных мод плазменного резонатора. Этот механизм обсуждался 
нами в работе [7]. Следует заметить, что всплески возникают только тогда, когда магнитное 
поле, в котором находится плазма, неоднородно. Более того, она носит ловушечную конфигура-
цию. В таком неоднородном поле не все плазменные электроны оказываются в циклотронных 
резонансах с внешним электромагнитным импульсом. Поэтому можно было ожидать сохране-
ния некоторых корреляций в динамике плазменных электронов. Однако наиболее вероятным 
механизмом появления всплесков является эффект плазменного эха. Чтобы понять и оценить 
возможности его проявления, рассмотрим простейшую баллистическую модель плазменного 
эха. Пусть на плазму, находящуюся в магнитной ловушке, в точке =0z действует импульс элек-
тромагнитного излучения. По окончанию этого импульса функция распределения электронов в 
плазме будет подчиняться уравнению

	 w
j

¶ ¶ ¶
+ - =

¶ ¶ ¶




0H
f f fv
t r

.	  (22)

Легко видеть, что решение этого уравнения можно представить в виде

	 ( ) j
w

w

é ùæ ö÷çê ú÷= - - +ç ÷ê úç ÷çè øê úë û
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
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,	  (23)

где 




0( , )f v E  — амплитуда возмущения функции распределения под действием электромагнит-

ного импульса, действующего на плазму. Функцию распределения (23) можно интерпретиро-
вать как набор модулированных пучков. Видно, что с увеличением расстояния от точки воз-
мущения внешним импульсом, функция распределения расплывается. В этом случае плот-
ность заряда r=ò

fdv  будет быстро уменьшаться с ростом этого расстояния. Обратим внима-

ние, что в нашем случае длина волны СВЧ-импульса составляет порядка 10 см, а ларморовский 
радиус электронов значительно меньше ( l ~10Lr  см). В этом случае расплывание электро-
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нов в поперечном направлении практически не происходит. Поэтому основную роль играет 
расплывание в продольном направлении (в направлении оси z ). Электроны, отразившись от 
пробок, будут двигаться к исходной точке их возмущения, т. е. к точке ®0z . В этом случае 
быстрая фазовая переменная в выражении под интегралом для плотности заряда перестает 
зависеть от скорости

	 r w
é ùæ ö÷çê ú÷= - +ç ÷ê úç ÷çè øê úë û

ò 0 exp
4 z

z

zf i t dv
v

.	  (24)

	 а)	 б)

	 в)	 г)

д)
Рис. 7. На графике (a) представлен спектр сигнала, генерируемого магнетронным генератором. 

На остальных — эволюция спектра сигнала в резонаторе с плазмой во времени (интервалы 
времени: 0.348-0.512 мкс (б), 0.512-0.64 мкс (в), 1.408-1.536 мкс (г), 2.048-2.176 мкс (д)).
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Именно этим и можно объяснить появление сигнала эха. Чтобы согласовать рассматриваемую 
простую модель эха с экспериментальными результатами, нужно предположить, что продольная 
скорость плазменных электронов должна быть меньше × 72 10  см/с. Отметим, что как теоретиче-
ские, так и экспериментальные оценки показывают, что энергия плазменных электронов состав-

ляет порядка 1 МэВ. При этом скорость электронов будет составлять ³
3

2
v c . Поэтому, чтобы 

согласовать эту баллистическую модель эха с наблюдениями в эксперименте, нужно предполо-
жить, что, в основном, энергия плазменных электронов сосредоточена в их поперечном движе-
нии. Рассмотренная особенность взаимодействия СВЧ-импульса с плазмой обусловлена взаимо-
действием типа волна-частица.

Вторым, менее неожиданным результатом, является вид мгновенных спектров в плазменном 
резонаторе. Нужно сказать, что в эксперименте такие спектры удалось получить только с широ-
кополосного осциллографа с полосой пропускания 4 ГГц. Динамику этих мгновенных спектров 
можно увидеть на рис. 7. Из этих рисунков, прежде всего, видно, что мгновенные спектры имеют 
линейчатый характер. Со временем эти спектры обогащаются линиями как в области верхних, 
так и в области нижних частот.

Даже после окончания действия импульса возбуждения в установке продолжается генерация 
сигналов с частотами от 0.4 до 2 ГГц (рис. 7 (e)). Амплитуды этих колебаний сравнимы с ампли-
тудой колебаний возбуждения.

Заключение
Основной результат, полученный в настоящей работе, можно сформулировать следующим 

образом. Показана возможность быстрого и эффективного нагрева плазмы полями регулярных 
электромагнитных волн в результате развития локальной неустойчивости движения заряженных 
частиц плазмы. Действительно, средняя энергия частиц плазмы за время порядка сотни периодов 
ВЧ-поля меняется практически от нуля ( g® =



0, 1p ) до релятивистских энергий »0.7 МэВ  
(g»1.5 ) при достаточно разумных напряженностях внешних ВЧ-волн ( £25E  кВ/см.). Кроме того 
показано, что при реализации механизма стохастического нагрева в лабораторных условиях воз-
никает ряд особенностей. Кратко перечислим эти особенности.

1.   Показано, что для нагрева плазмы, помещенной в круглый металлический волновод, в 
результате особенностей структуры ВЧ-поля в таком волноводе, достичь условий, необходимых 
для стохастического движения частиц с помощью только одной волны трудно (необходимые 
для этого напряженности внешнего электромагнитного поля оказываются неразумно боль-
шими: »0 300E  кВ/см.).

2.  Эту величину напряженности поля можно существенно уменьшить ( £25E  кВ/см.), если 
во взаимодействие включить вторую пространственную моду 21H , которая бежит навстречу 
основной моде 11H .

3.  Несколько неожиданным является результат нагрева плазмы в плазменном резонаторе 
при учете в нем двух стоячих первых пространственных мод ( 1,1,10H и 2,1,8H ). В этом случае эффек-

тивность (скорость) нагрева частиц плазмы оказывается меньшей, чем в поле, бегущих навстречу 
друг к другу двух собственных волн ( 11H  и 21H ) плазменного волновода. Возможно, объяснение 
заключается в том, что в этом случае в фазовом пространстве возникает более «плотная» гомо-
клиническая структура. Наши предварительные исследования показывают, что такие струк-
туры обладают некоторой «вязкостью» и «липкостью». В результате время проведения частиц в 
этих областях может значительно увеличиться.

4.  Следует отметить, что в результате неоднородной структуры электромагнитного поля в 
плазменном резонаторе в нем возникают некоторые трубчатые структуры, в области которых 
энергия частиц значительно превосходит энергию частиц в других пространственных  
областях. Этот результат подтвержден как в теоретическом рассмотрении, так и эксперимен-
тальными результатами.
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5.  Следует обратить внимание, что при наличии неоднородного внешнего магнитного поля 
ловушечной конфигурации в экспериментах наблюдались корреляционные эффекты. А именно: 
возникновение импульсов электромагнитного поля в резонаторе по истечении значительного 
времени окончания основного импульса (иногда tD >10  мкс), который был введен в резонатор 
от магнетрона. Наиболее вероятным механизмом появления этих импульсов, по-видимому, 
является эффект плазменного эха. Кроме того, вид мгновенных спектров показал наличие узких 
спектральных линий, положение которых случайным образом меняется от выстрела к выстрелу. 
Если смотреть на такой спектр только с помощью волномера, то можно увидеть только широкий 
спектральный импульс. В настоящее время мы не знаем, насколько именно неоднородность 
внешнего магнитного поля ответственна за эти корреляционные эффекты. Может оказаться, 
что именно неоднородность этого поля приводит к тому, что не все частицы плазмы находятся в 
условиях электронного циклотронного резонанса. Как результат, они сохраняют регулярную 
динамику. Возможно, эта динамика и определяет наблюдающиеся корреляционные эффекты. В 
любом случае эти эффекты могут быть полезными для диагностики характеристик плазмы.

Полученные в работе результаты могут быть использованы как для нагрева плазмы, так и 
при разработке пучковых и плазменно–пучковых генераторов СВЧ излучения.

Исследования выполнены при поддержке целевой программы «Перспективные исследова-
ния по физике плазмы, управляемому термоядерному синтезу и плазменных технологий».  
Распоряжение НАН Украины от 12.03. 2014, № 151.
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STOCHASTIC HEATING OF PLASMA IN PLASMA CAVITY
A. N. Antonov, V. A. Buts, A. G. Zagorodny, E. A. Kornilov,  

V. G. Svichensky, and D. V. Tarasov

The main result obtained in this paper can be formulated in the following way. The possibility of 
rapid and efficient heating of the plasma by the fields of regular electromagnetic waves as a result of 
local instability of motion of charged particles of the plasma is shown. Indeed, the average energy of 
the plasma particles during about hundreds of periods of RF field varies from essentially zero  
( g® =


0, 1p ) up to relativistic energies »0.7  MeV ( g»1.5 ) at sufficiently reasonable intensity of the 

external high-frequency waves ( £25E  kV/cm). In addition it is shown that during realization of the 
mechanism of stochastic heating in the laboratory, a number of features appear. Let’s briefly enumerate 
these features:

1.	It is shown that for heating of the plasma which placed in a round metal waveguide, as a result of 
the structural features of the RF field in such waveguide, it is difficult to achieve the necessary 
conditions for the stochastic particle motion using only one wave (the necessary intensity of the 
external electromagnetic field are unreasonably large: »0 300E  kV/cm).

2.	This intensity of the field can be significantly reduced ( £25E  kV/cm) if to include into interaction 
the second spatial mode 21H which travels towards the main mode 11H .

3.	A somewhat unexpected result is the heating of the plasma in the plasma resonator, taking into 
account in it the firs two standing spatial modes ( 11H and 21H ). In this case, the efficiency (speed) of 

the heating of the plasma particles is smaller than in the field, traveling toward each other two eigen 
waves ( 11H and 21H ) of plasma waveguide. Perhaps the explanation lies in the fact that in this case the 

phase space appears more «dense» homoclinic structure. Our preliminary investigations show that 
such structures have a certain «toughness» and «stickiness». As a result, the time when the particles 
are in these areas could be considerably increased.

4.	It should be noted that as a result of the inhomogeneous structure of the electromagnetic field in 
the plasma resonator therein emerge some tubular structure, and in area of this stricture the energy 
of particles is considerably greater than the energy of the particles in other spatial regions. This result 
is confirmed by theoretical analysis and by the experimental results.

5.	It should be noted that in the presence of an inhomogeneous external magnetic field of trap 
configuration in the experiments we observed correlation effects. Namely, the occurrence of pulses  
of electromagnetic field in the resonator after too mush time of main pulse ending (sometimes 
tD >10  mks), which was injected into the resonator from magnetron. The most likely mechanism of 

the appearance of these pulses, apparently, is the effect of plasma echo. Also, the shape of the 
instantaneous spectra shows the presence of narrow spectral lines, which position varies randomly 
from shot to shot. The obtained results can be used for plasma heating and for development of beam 
and plasma-beam generators of microwave radiation.

The research was supported by the program «Perspektivnі doslіdzhennya fіziki plasmy kerovanogo 
termoyadernogo sintezy ta plazmovuh tehnologiy». Prescript of NASU since 12.03.2014, No. 151.
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Аннотация
На основе теории оптимальных статистических 
решений и оценок параметров вероятностных рас-
пределений синтезированы алгоритмы и струк-
турные схемы обработки сигналов в радиометре 
модуляционного типа. Исследованы предельные 
погрешности оценок искомых параметров полу-
ченных с использованием оптимальных алгорит-
мов и потенциальные флуктуационные чувстви-
тельности разработанных структурных схем.

Ключевые слова: микроволновая радиометрия, 
оптимальные алгоритмы, предельные погрешно-
сти оценок, модуляционный радиометр

Abstract
Algorithms and block diagrams of signal processing 
in the chopper radiometer are synthesized on the 
basis of the theory of optimal statistical decisions 
and parameters estimates of probabilistic 
distributions. Limit errors of required parameters 
estimates in the received optimal algorithms and 
potential fluctuation sensitivity of the developed 
block diagrams are investigated.

Key words: microwave radiometry, optimal algorithms, 
limit errors of estimates, chopper radiometer
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Введение
В отличие от активных радиотехнических систем, которые излучают зондирующие сиг-

налы, а затем принимают отраженные и обрабатывают их с целью извлечения необходимой 
информации, пассивные радиометрические приемные устройства и системы регистрируют 
собственное электромагнитное излучение различных объектов и природных сред. Они широко 
применяются для решения различных задач радиолокации, радионавигации, дистанционного 
зондирования, радиоастрономии и др. Требования к качественным показателям этих радиоэ-
лектронных средств становятся все более высокими и жесткими и их дальнейшее совершен-
ствование возможно лишь на пути применения современных методов [1–6] статистической 
теории оптимизации и соответствующих постановок и решений задач математического син-
теза устройств и систем.

Простейшими и первичными радиотехническими средствами регистрации сигналов радио-
теплового излучения исследуемых нагретых тел являются радиометры. Это радиоприемные 
устройства прямого усиления или супергетеродинного типа высокой чувствительности, содер-
жащие малошумящие усилители с заданными амплитудно-частотными характеристиками. 
Радиометры как устройства могут иметь на входе одну антенну и решать автономные задачи, 
например, задачи оценок яркостной температуры исследуемого объекта и его электрофизиче-
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ских или иных параметров, а также могут входить в состав антенных решеток и сложных много-
позиционных и многоантенных радиометрических систем, расположенных на больших 
площадях.

Известно много различных эффективных методов [7–16] обработки радиотепловых шумо-
вых сигналов, которые реализованы в радиометрах компенсационного, модуляционного типа, в 
корреляционных радиометрах, интерферометрических системах и др. Наиболее широкое рас-
пространение в практике дистанционных исследований источников собственного радиотепло-
вого излучения нашли радиометры модуляционного типа [17–25]. Операция модуляции полез-
ного сигнала на входе радиометра до его прохождения через первые шумящие каскады прием-
ника впервые была предложена в 1946 году профессором Робертом Генри Дикке [17]. За более 
чем 60 лет использования этих устройств их принцип действия существенно не изменился.  
В большей мере совершенствовалась только элементная база и технические средства реализа-
ции самой процедуры модуляции сигнала. И метод приема сигналов и схема модуляционного 
радиометра являются весьма удачными инженерными решениями, но в значительной мере 
были разработаны и созданы эвристическим путем. Однако, несмотря на преимущества этой 
схемы, в ней недостаточно полно использованы ее потенциальные возможности. Усовершен-
ствовать структуру модуляционного радиометра и повысить его эффективность можно на пути 
использования современных методов [1–6] статистической оптимизации приема и обработки 
радиотепловых сигналов.

Цель работы — статистический синтез оптимальных алгоритмов обработки сигналов в ради-
ометрической системе модуляционного типа и анализ их потенциальных характеристик с 
использованием теории оптимальных статистических решений и оценок параметров вероят-
ностных распределений.

1. Математическая модель сигналов в радиометрах  
модуляционного типа. Уравнение наблюдения
Решение оптимизационной задачи получим в предположении, что коэффициент усиления син-

тезируемого радиометра нестабилен, передаточная характеристика ( )p 2 ,K j f t  является функ-

цией времени, а принимаемый полезный шумовой сигнал на входе модулируется функцией ( )m t .

В этом случае импульсную характеристику линейного тракта радиометра можно представить 
в виде суммы постоянной и флуктуирующей частей

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xt t t t xé ù= - + = - +ë û, , 1 ,h t h t h t h t t 	  (1)

где ( )t-h t  и ( ) ( ) ( )x t x t= -,h t t h t  — стационарная и флуктуирующая составляющие импульс-

ной характеристики входного тракта радиометра, ( )x t  — неизвестная функция, описывающая 

изменения передаточной характеристики во времени. Эта функция очень медленная по сравне-
нию с функцией ( )t,h t . Ее характерный интервал изменения во времени значительно больше 

характерного интервала изменения (ширины) функции ( )t,h t  и на этом интервале изменения 

последней функцию ( )x t  можно считать константой. Если ( )x t  — случайная функция, то харак-

терным интервалом ее изменения называют ширину ее корреляционной функции. Соответ-
ственно эффективная ширина спектра ( )x t  (~0,1–100 Гц) значительно меньше ширины спектра 

(~ -6 910 10  Гц) функции ( )t,h t . При этом передаточные характеристики ( )p 2 ,K j f t  по перемен-

ной f  как образы Фурье, вычисляемые на бесконечном интервале времени и на характерном 

интервале изменения функции ( )x t  по форме будут практически идентичны и отличаться лишь 

множителем ( )x+1 t

	 ( ) ( ) ( )p x pé ù= +ë û
 2 , 1 2K j f t t K j f .	  (2)
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В таком приближении импульсную характеристику как обратный образ Фурье коэффициента 
передачи нестационарного линейного устройства можно представить таким выражением:

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t p x p p t
¥

-

-¥

é ù é ù= = +ê ú ë ûë û ò 

1, 2 , 1 2 exp 2 .h t F K j f t t K j f j f d f 	  (3)

Модель уравнения наблюдения для модуляционного радиометра можно записать в таком 
виде
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )

l l

t l t t l t t l t x t
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где
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– модулирующая функция в виде меандра, принимающая значения нуля или единицы. В поло-
вину периода модулирующей функции ( )m t  на вход приемника поступает полезный сигнал с 

выхода антенны ( )t l


,s , а половину периода — вход приемника по полезному сигналу закрыт. 

Но в эти моменты времени на вход поступает шумовой сигнал ( )l


ýòàë ,s t  эталонного источника с 

известной и постоянной в пределах полосы пропускания спектральной плотностью мощности 

( )l


ýòàëG , вводимой в приемник с целью калибровки. Сигналы ( )t l


,s  и ( )l


ýòàë ,s t  при прохожде-

нии через входной тракт приемника смешиваются с его внутренними шумами ( )t l


,n .

В общем виде модулирующие функции могут иметь более сложный вид. Это могут быть коди-
рованные последовательности импульсов, функции вида ( ) ( )= ± W0.5 1 cosm t t  и др.

В уравнение наблюдения также включена небольшая добавка ( )pn t  в виде белого шума, 

выполняющая в дальнейших решениях задач оптимизации, как некорректных обратных задач, 
функцию статистического регуляризатора. Введение такого шума на выходе любого устройства 
физически оправдано, т. к. все реальные элементы электронных устройств являются источни-
ками шумов.

Здесь l


,s t( ) , l


,n t( ) , ( )l


ýòàë ,s t  и ( )pn t  — взаимно независимые гауссовские процессы типа 

белого шума с нулевым средним с автокорреляционными функциями
	 ( ) ( )d t0 2sN , ( ) ( )d t0 2nN , ( ) ( )d týòàë0 2N , ( ) ( )d t0 2pN  	  (7)

и спектральные плотности мощности (СПМ)
	 ( ) ( )l l=

 

0, 2s sG f N , ( ) ( )l l=
 

0, 2n nG f N ,

	 ( )l l=
 

ýòàë ýòàë0, 2G f N ( ) , ( )= 0 2p pG f N .	  (8)

Для наглядности дальнейших математических преобразований целесообразно записать оце-
ниваемые СПМ в виде функций возможных других входящих в них неизвестных параметров l



. 
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Основным неизвестным параметром, требующим оптимальной оценки и построения соответ-
ствующей структуры оптимального радиометра, является здесь СПМ ( )l l=

 

0, 2s sG f N ( )  или 

связанная с ней температура l


sT ( ) . Однако, в рассматриваемой задаче неизвестными являются 
и другие СПМ процессов, входящих в уравнение наблюдения, и для определения даже одной из 
них необходимы алгоритмы, являющиеся решением системы нелинейных уравнений относи-
тельно всех неизвестных СПМ. Эти уравнения получают в результате дифференцирования по 
оцениваемым параметрам критерия оптимизации и приравнивания к нулю соответствующих 
частных производных.

Параметры l


, входящие в ( )l


,sG f , — это обычно координатные параметры в задачах радио-

теплолокации, электрофизические параметры исследуемых сред в задачах дистанционного зон-
дирования, радиоастрономии и др. В общем случае могут представлять интерес параметры СПМ и 
шума ( )l



,n t  и процесса ( )l


ýòàë ,s t . Использование такой модели уравнения наблюдения также 

позволяет синтезировать алгоритмы оценок и этих параметров. В алгоритмах, рассмотренных 
ниже, оцениваемыми параметрами будут непосредственно сами СПМ — l



0sN ( ) , l


0nN ( ) , l


ýòàë0N ( )  

или связанные с ними температуры l


sT ( ) , l



ýòàëT ( ) , l


nT ( ) . СПМ l


0sN ( )– это основной параметр, 

подлежащий оценке. l


0nN ( )– помеха, подлежащая подавлению (компенсации), l


ýòàë0N ( )  — извест-
ная эталонная СПМ, но подлежащая в радиометре проверочной (калибровочной) оценке.  
СПМ 0 2pN  очень мала и выполняет лишь роль регуляризирующей добавки. Ее следует учитывать 

лишь в знаменателях, где она исключает деление на ноль. В остальных частях алгоритмов ею 
можно пренебречь.

Связь между спектральными плотностями и эквивалентными температурами определяется 
выражениями

	 l l= 

 

0s B sN k T( ) ( ) , l l= 

 

ýòàë ýòàë0 BN k T( ) ( ) , l l= 

 

0n B nN k T( ) ( ) , l l= 

 

0p B pN k T( ) ( ) ,	  (9)

где Bk  — постоянная Больцмана.
Схема линейной части радиометра, соответствующая принятой модели уравнения наблюде-

ния, показана на рис. 1.

Рис. 1. Схема, соответствующая уравнению наблюдения (4).

При использовании функции m t( )  в виде меандра в этой схеме на вход радиометра пооче-

редно подключается сигнал l


,s t( )  с выхода приемной антенны А и сигнал l


ýòàë ,s t( )  от эталон-

ного источника. Переключение между сигналами l


,s t( )  и l


ýòàë ,s t( )  осуществляется с помощью 
управляемого переключателя — модулятора (М). Функция модуляции m t( )  осуществляет 
управление переключателем и поочередно принимает значения 0 и 1 в течение периода моду-
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ляции mT . При использовании гармонической функции ( ) ( )= ± W0.5 1 cosm t t  ее значения с 

положительным знаком модулируют выходной сигнал одного источника, например,  
выход антенны, а с отрицательным знаком другого — эталонного.

Для дальнейшего решения задачи оптимального статистического синтеза модуляционного 
радиометра требуется знание корреляционной функции уравнения наблюдения.

Корреляционная функция уравнения наблюдения процесса u t( )  имеет вид

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )l l l
t l x t d t

é ù
ê úé ù» + + - + +ë û ê úê úë û

  



ýòàë2 2 020 0 0, , 1 1 ,
2 2 2 2

ps n
u h

NN N NR t t m t m t R( ) ( ) ( ) 	  (10)

где t = -1 2t t .

Найденная корреляционная функция ( ) ( )l t l=
 

1 2, , , ,u uR t t R t  характеризует нестационарный 

случайный процесс, так как зависит не только от разности t = -1 2t t , но и от времени =1t t .  
При ее выводе учитывалось, что процессы, входящие в уравнение наблюдения, взаимно неза-
висимы и их взаимные корреляционные функции равны нулю.

Так как время существенного изменения функций ( )x t  и ( )m t  значительно больше характер-

ного интервала изменения (ширины) функции ( )h t , то на этом интервале функции ( )x t  и ( )m t  

можно считать константами
	 ( ) ( ) ( )x x xé ù é ù é ù+ + » + = =ë û ë û ë û

2
1 2 1 21 1 1 , ,t t t t t t 	

	 ( ) ( ) ( )=2
1 2 ,m t m t m t  ( ) ( ) ( )é ù é ù é ù- = - - » »ë û ë û ë û

2
1 2 1 21 1 1 , .m t m t m t t t t 	

Очень медленные изменения функций ( )m t  и ( )x t  по сравнению с функцией ( )thR  дают 

основание использовать понятие мгновенной (текущей, кратковременной) СПМ, практически 
неизменной на некотором характерном интервале постоянства значений этих функций.  
При этом при расчете мгновенной СПМ формально можно по переменной t  считать пределы 
интегрирования бесконечными.

Мгновенную спектральную плотность мощности нестационарного случайного процесса най-
дем, применив к корреляционной функции (10) обобщенную [26] теорему Хинчина-Винера

	

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t l l p t

l t l p t t

l l l
p x

¥

-¥

¥

-¥

=

= - =ò

æ ö÷çé ù é ù ÷= + + - + +ç ÷çë û ë û ÷÷çè ø

ò
 

 

  



ýòàë
2 2 2 020 0 0

, , , , exp 2 ,

, , , , exp 2

2 1 1 .
2 2 2 2

u u

u u

ps n

R t G f t j f df

G f t R t j f d

NN N NK j f t m t m t( ) ( ) ( )

	  (11)

2. Постановка и решение оптимизационной задачи. Синтез оптимальных  
и квазиоптимальных алгоритмов оценок параметров шумовых процессов
На интервале времени наблюдения [ ]0,T  необходимо найти оценки неизвестных параме-

тров l


 в общем случае и, конкретно, в частном случае оценки СПМ 0sN , 0nN , ýòàë0N  (или темпе-

ратур 

sT , 

ýòàëT , 

nT ), среди которых СПМ 0sN  является основным неизвестным параметром,  
а СПМ ýòàë0N  — подлежащим контрольной проверке. При этом полагается, что нестабильность 

коэффициента усиления радиометра ( )x t  является медленно меняющейся функцией и прак-

тически постоянной на интервалах времени, равных периоду модуляции mT  и ширине корре-

ляционной функции ( )-1 2hR t t .
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Решение этой оптимизационной задачи находим в результате поиска максимума функцио-
нала правдоподобия [1, 27], который для гауссовых стохастических процессов имеет вид:

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l l l
ì üï ïï ïé ù = -í ýò òê úë û ï ïï ïî þ

  

1 1 2 2 1 2
0 0

1| exp , , ,
2

T T
P u t k u t W t t u t dt dt 	  (12)

где ( )l


1 2, ,W t t  –обратная корреляционная функция. Эта функция находится из интегрального 

уравнения обращения

		  ( ) ( ) ( )l l d= -ò
 

1 2 2 3 2 1 3
0

, , , ,
T

R t t W t t dt t t .	  (13)

Множитель ( )l


k  [6] выражается так ( ) ( )l p
-

®¥
D ®

= =


1

0

lim 2 , , 1,ikN
t

k R i k N , где ikR  — определитель 

корреляционной матрицы дискретизованного с интервалом Dt  случайного процесса ( )u t .

Дифференцируя логарифм функционала правдоподобия, заданного выражением (12), по оце-
ниваемым параметрам ml  и приравнивая результаты к нулю, получим [1, 27] систему уравнений 

правдоподобия

	 ( ) ( )
m m

l l l
l l

é ù é ù¶ ¶æ ö æ ö æ öê ú ê ú÷ ÷ ÷ç ç ç- =ò ò ò ò÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çê ú ê úè ø è ø è ø¶ ¶ê ú ê úë û ë û

  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1ˆ ˆ ˆ, , , , , , .
2 20 0 0 0

T T T T
R t t W t t dt dt W t t u t u t dt dt 	  (14)

Нетрудно показать, что в этих уравнениях левые их части равны математическим ожида-
ниям правых. Правые части — это не усредненные части левых. Между ними знак равенства 
следует рассматривать как знак приравнивания, а правые части рассматривать только лишь 
как оценки левых. Как будет видно из дальнейших преобразований и исследований этих урав-
нений, они в общем виде определяют структуру алгоритмов обработки сигналов и структуру 
синтезируемого радиометра.

Прежде чем решать оптимизационную задачу в такой постановке для уравнения наблюде-
ния (4), рассмотрим ее идеализированный вариант, когда все сигналы, подлежащие обработке, 
процессы типа белого шума и входной тракт радиометра имеет коэффициент передачи

	 xé ù= +ë û0 0 1K t K t( ) ( ) .	  (15)

3. Решение оптимизационной задачи в идеализированном варианте  
наблюдения дельта-коррелированных шумовых процессов
В этом случае для модуляционного радиометра простейшей является модель такого вида
	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( )l l l xé ù é ù= + - + +ê ú ë ûë û

  

ýòàë0 , , 1 , 1u t K s t m t s t m t n t t( ) .	  (16)

Корреляционная функция уравнения наблюдения

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l x d
é ùé ù é ùê ú= + + - + -ë û ë ûê úë û



ýòàë2 220 0 0
1 2 1 1 1 1 2, , 1 1 .

2 2 2
s n

u
N N NR t t t m t m t t t 	  (17)

Обратную корреляционную функцию определяем из уравнения обращения (13)

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( )l x d
-é ùé ù= + + - + -ê úë û ë û



ýòàë

12 22
1 3 1 0 1 0 1 0 1 3, , 1 0.5 1 .s nW t t t N m t N m t N t t 	  (18)

Дифференцируя выражения (17) и (18) по искомым параметрам 0sN , ýòàë0N , 0nN , и подставляя 
результат в (14) получаем систему уравнений

	

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )( )

d x
x

x

é ù+ =ë û é ùé ù+ + - +ê úë û ë û

=
é ùé ù+ + - +ê úë û ë û

ò

ò

ýòàë

ýòàë

2
2

1 2 22
0 1 0 0 0

2
2

22 220
0 0 0

0 1
1 1

;
1 1

T

s n

T

s n

m t
t dt

t N m t N m t N

m t
u t dt

t N m t N m t N

( )

( )
	  (19)
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( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( ) ( ) ( )( )

d

x

-
=

é ù+ - +ê úë û

-
=

é ùé ù+ + - +ê úë û ë û

ò

ò

ýòàë

ýòàë

2

22
0 0 0 0

2

2
22 220

0 0 0

1
0

1

1
;

1 1

T

s n

T

s n

m t
dt

N m t N m t N

m t
u t dt

t N m t N m t N

( )

( )

	  (20)

	
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

d

x

=
é ù+ - +ê úë û

=
é ùé ù+ + - +ê úë û ë û

ò

ò

ýòàë

ýòàë

22
0 0 0 0

2
22 220

0 0 0

10
1

1 .
1 1

T

s n

T

s n

dt
N m t N m t N

u t dt
t N m t N m t N

( )

( )
	  (21)

В левой части выражения (19) специально в числителе и знаменателе указана функция неста-

бильности ( )xé ù+ë û
2

11 t , чтобы подчеркнуть тот факт, что в это уравнение, являющееся усреднен-

ным алгоритмом обработки шумовых сигналов, в знаменатель вводится эта функция для ком-
пенсации нестабильности, присутствующей в уравнении наблюдения.

При ( )=1m t  первое уравнение (19) приводится к следующему виду (при ( )=0m t  левая и 

правая части уравнения равны нулю)

	
( ) ( )

( )
( ) ( )x

D ®¥ D ®¥

+ = =
D Dé ù+ë û

ò ñð
2

2
0 0 2

0

21
2 lim 2 lim 21

T
m

s n

F F

Pm t
N N u t dt

T F Ft
( ) .	  (22)

Здесь и далее полагается, что частота модуляции выбрана такой, что в пределах длительно-
сти времени каждого периода iT  функции ( )m t  функция нестабильности ( )x t  — практически 

постоянна, т. е. частота модуляции выбрана далеко за пределами ширины спектра функции ( )x t .

Аналогично из второго уравнения при ( )=0m t  получим

	
( ) ( )

( )
( )

( )

( )x

-

D ®¥ D ®¥

é ù-ë û+ = =
D Dé ù+ë û

ò
ñð

ýòàë

2
12

0 0 2
0

211 .
2 lim 2 lim 21

T
m

n

F F

Pm t
N N u t dt

T F Ft
( ) 	  (23)

Рассмотрим третье уравнение. Его правая и левая части будут содержать по два слагаемых. В 
те полупериоды, когда ( )=1m t

	 ( )
( ) ( )x

D ®¥

+ =
D é ù+ë û

ò
2

0 0 2
0

1 0,5 t
2 lim 2 1

T

s n

F

uN N dt
T F t

( ) .

При ( )=0m t

	 ( )
( ) ( )x

D ®¥

+ =
D é ù+ë û

òýòàë

2

0 0 2
0

1 0,5 t .
2 lim 2 1

T

n

F

uN N dt
T F t

( )

Суммируя эти уравнения при ( )=1m t  и ( )=0m t , получим третье уравнение

	
( ) ( ) ( )x

D ®¥ D ®¥

+ + = =
D Dé ù+ë û

ò ñðýòàë
2

0 0
0 2

0

1 t
2 2 lim 2 lim 21

T
s

n

F F

PN N u dtN
T F Ft

( ) .	  (24)

Относительно шумовых температур система уравнений примет вид

	
( )

° °

D ®¥

+ = =
D

ñð
âûõ(s)

ˆ ˆ

2 2 lim 2
ms n

B F

PT T Y
k F

;	  (25)
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	 ( )

( )

° °
-

D ®¥

+ = =
D

ñðýòàë
âûõ ýòàë

1
( )

ˆ ˆ

2 2 lim 2
mn

B F

PT T Y
k F

;	  (26)

	
( )

° °
°

D ®¥

+ + = =
D

ñðýòàë
âûõ(n)

ˆ ˆ ˆ
2 2 lim 2

s
n

B F

PT T T Y
k F

.	  (27)

Решая эту систему, находим
	 ° ° ° °é ù= - + =D +ê úë û ýòàë ýòàëâûõ âûõ ýòàë

ˆ ˆ2s ssT Y Y T T T( ) ( ) ,	  (28)

где âûõ âûõ ýòàë âûõ(s) ( ) (n), ,Y Y Y  — выходные эффекты (сигналы) соответствующих каналов.

В этих уравнениях

	 ( )
( )

( )
x

= =
é ù+ë û

òñð ñð

2
2

2
0

1ˆ t
1

T

m m

m t
P P u dt

T t
,	  (29)

	 ( ) ( )

( )
( )

( )
x

- -

é ù-ë û= =
é ù+ë û

òñð ñð

2

2
1 1 2

0

11ˆ t
1

T

m m

m t
P P u dt

T t
,	  (30)

	
( )x

= =
é ù+ë û

òñð ñð
2

2
0

1 1ˆ ,
1

T

P P u t dt
T t

( ) 	  (31)

	 ( )-= =ñð ñðñð 1 0.5 .m mP P P 	  (32)

Отметим еще раз, что правые части этих уравнений — это не точные значения левых частей, 
т. е. истинных значений шумовых температур или мощностей, а лишь их оценки, которые на 
практике являются результатами измерений. Поэтому знаки равенства, стоящие слева, следует 
рассматривать лишь как знаки приравнивания истинных значений ñðP  к их оценкам ñðP̂ .  

Алгоритмы таких измерений представлены правыми частями уравнений (19)–(21), (25)–(27), 
(28), каждое из которых можно осуществить в соответствующем измерительном канале радио-
метра, схема которого показана на рис.  2. В данной схеме введены следующие обозначения:  
ОИ — опорный источник, М — модулятор, ФНЧ — фильтр нижних частот, РУ — решающее 
устройство, ГМС — генератор модулирующего сигнала.

Рис. 2. Структурная схема алгоритмов оценки °ˆ
sT , °

ýòàëT̂ , °
n̂T .

В решающем устройстве РУ вычисляются представляющие интерес температуры или их 
приращения. Характерные эпюры сигналов в каналах оценок соответствующих оценок темпе-
ратур °ˆ

sT , °
ýòàëT̂ , °

n̂T , показаны на рис. 3.



94

Волосюк В.К., Павликов В.В., Жила С.С.

Методы радиолокационных и радиометрических измерений

Рис. 3. Эпюры сигналов в каналах оценок температур °ˆ
sT , °

ýòàëT̂ , °
n̂T .

Следует отметить, что в эти алгоритмы входят в знаменатели как известные функции 

( )xé ù+ë û
2

1 t . Этих операций требуют оптимальные алгоритмы. Вводимые в эти алгоритмы функ-

ции ( )x+1 t  сокращаются (компенсируются) (см. (19)) с теми функциями, которые как неста-

бильности коэффициента усиления радиометра естественным образом входят в наблюдаемый 
на его выходе сигнал u t( ) . Это иллюстрируется структурой правых частей уравнений (19)–(21). 
К сожалению, эти функции неизвестны. Необходимо либо измерять (оценивать) функцию неста-
бильности коэффициента усиления ( )x+1 t , либо исключить ее из алгоритмов обработки.

Приближенную оценку функции ( )x+1 t  можно осуществить, если в канале эталонного сиг-

нала в фильтре ФНЧ (см.рис. 2) перед интегратором выполнить усреднение сигнала после ква-
дратора на значительно меньшем интервале времени, на котором функцию ( )x t  можно считать 

практически постоянной величиной. При этом

	 ( ) ( ) ( )x xx
° °

° °

+
é ù+ »ë û +

ýòàë

ýòàë

2
ˆ ˆ

1 ,ˆ ˆ
n

n

T T
t

T T
	  (33)

где ( ) ( )x x
° °+ýòàë

ˆ
n̂T T  — оценка температур сигнала эталонного источника и внутреннего шума на 

выходе ФНЧ, рис. 2.
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Исключив функцию нестабильности ( )x t  из знаменателей, т. е. по существу из алгоритмов 

обработки и оставив ее в уравнении наблюдения и его энергетическом спектре, получим систему 
уравнений (22) — (24) в виде

	 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
x

x x xa a ° °

D ®¥ D ®¥

+ = + = = =
D Dò ñð

âûõ
2 2

0 0 (s)
0

21ˆ ˆ (t) ,
2 lim 2 lim 2

T
m

s n B s n

F F

P
N N k T T m t u dt Y

T F F
	  (34)

	

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

x x

x
x

a a ° °

-

D ®¥ D ®¥

+ = + =

é ù= - = =ë ûD Dò

ýòàë ýòàë

ñð
âûõ ýòàë

0 0

2 12
( )

0

ˆ ˆ

21 1 (t) ,
2 lim 2 lim 2

n B n

T
m

F F

N N k T T

P
m t u dt Y

T F F

	  (35)

	
( ) ( )

x
x xa a

° °
°

D ®¥ D ®¥

æ öæ ö ÷ç÷ç ÷+ + = + + = =ç÷ç ÷÷ ç÷ç ÷÷çè ø D Dè ø ò ñðýòàë ýòàë 20 0
0

0

ˆ ˆ 1ˆ t ,
2 2 2 2 lim 2 lim 2

T
s s

n B n

F F

PN N T TN k T u dt
T F F

( ) 	  (36)

	 ( )x
x xa xé ù= = +ë ûò

2

0

, 1 .
TT

T t dt
T

	  (37)

В этих уравнениях

( )x x= = òñð ñð
2 2

0

1ˆ t
T

m mP P m t u dt
T

( ) , ( ) ( ) ( )x x- -
é ù= = -ë ûòñð ñð

2 2
1 1

0

1ˆ 1
T

m mP P m t u t dt
T

( ) , x x= = òñð ñð
2

0

1ˆ
T

P P u t dt
T

( ) .

Таким образом, само по себе введение операции модуляции не снимает проблемы устранения 
влияния нестабильности коэффициента усиления на качество оценки температуры принимае-
мого излучения. Для устранения этого влияния можно предложить процедуру деления выход-
ных сигналов радиометра [28, 29]

	
( )
( )
xx

x x

a

a

° ° ° ° ° °

° ° ° °° °

+ D + + D
= = = +

+ ++
âûõ ýòàë
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.	

Отсюда	 ( )x

x

° ° °
é ù
ê úD = - +ê ú
ê úë û

âûõ
ýòàë

âûõ ýòàë

(s)

( )

ˆ ˆ ˆ1s n

Y
T T T

Y
.	  (38)

Однако, здесь для определения °D ˆ
sT  необходимо знание калиброванного значения °

nT , кото-
рое непосредственно из полученной системы уравнений найти нельзя. Тем не менее, эта оценка 
может быть весьма полезной при измерениях не абсолютных, а с точностью до неизвестного 
множителя ° °+ýòàë

ˆ
n̂T T  относительных изменений температуры, например, при формировании 

изображений излучающих объектов в задачах радиоастрономии, картографировании земной 
поверхности и др.

4. Расчет предельных погрешностей оценок параметров  
дельта-коррелированных шумовых процессов
Рассчитаем единственный элемент матрицы Фишера для определения предельной погреш-

ности оценки только одного параметра 0sN  (или °
sT )

	 ( ) ( )l l
é ù é ù¶ ¶ê ú ê úF =- ò ò ê ú ê úë û ë û

 

0 1 2 1 2 1 2
0 0

1 , , , , ,
2 0 0

sN
s s

T T
R t t W t t dt dt

N N
	  (39)

	 ( ) ( )-

D ®¥
F = + D

0

2
0 0

1 lim 2 .
4sN s n F

T N N F 	  (40)

Здесь учтено то, что полезный сигнал с СПМ 0sN  проходит в те полупериоды модуляции, когда 

( )=1m t  и время интегрирования при этом уменьшается в два раза. Предельные погрешности 
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оценок 0sN  и °
sT  имеют вид

	 ( ) ( )
( )

s -

D ®¥

+
= F =

D0

2
1 0 02 4

lim 2s

s n
N N

F

N N
T F

, 
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F
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.	  (41)

Предельные среднеквадратические отклонения (СКО), определяющие потенциальные флук-
туационные чувствительности [28, 29] оценок параметров 0sN  и °

sT  равны

	 ( ) ( )
( )

s -

D ®¥

+
= F =

D0

1 0 02
lim 2s

s n
N N

F

N N
T F

, 
( )
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° °

D ®¥
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.	  (42)

В заключение отметим, что оценки (28) и (38) имеют смысл, но только для процессов, наблю-
даемых в конечной полосе частот DF . Тогда рассматриваемые процессы ( )t l



,s , ( )t l


ýòàë ,s  и 

( )t l


,n  уже не будут процессами типа белого шума. Это противоречие можно снять, если считать, 

что полезное излучение и внутренний шум наблюдаются в конечной полосе частот, заданной, 
например, коэффициентом передачи ( )p 2K j f , что соответствует здравому смыслу и обычно 

имеет место на практике. Но, ограничивая полосу частот принимаемого излучения для обеспе-
чения корректности решения данной обратной задачи (как задачи оценок параметров и стати-
стических характеристик источника излучения по наблюдениям), приходится вводить неболь-
шой регуляризирующий шум ( )pn t , т. е. переходить к уравнению наблюдения (10).

5. Решение оптимизационной задачи в варианте наблюдения шумовых процессов, 
ограниченных полосой пропускания амплитудно-частотных характеристик  
входных цепей радиометра

Для решения этой задачи необходимо найти функцию ( )l


1 2, ,W t t , обратную корреляционной 

( )l


1 2, ,uR t t . Корреляционная функция ( )l


1 2, ,uR t t  уравнения наблюдения (10) характеризует 

нестационарный гауссовский случайный процесс ( )u t  и значительно уже интервала наблюде-

ния ( 0,T ). Как отмечалось, её ширина меньше десятых и сотых долей микросекунды, а время 
наблюдения — доли секунды. Характерные интервалы изменений функций ( )m t  и ( )x t  также 

значительно больше ширины корреляционной функции и на этих интервалах корреляционную 
функцию ( ) ( ) ( )l t l t l-= =

  

1 2 1 1 1, , , , , ,u u uR t t R t t R t  можно считать локально стационарной, т. е. по 

форме практически неизменной. В этом случае пределы интегрирования можно считать беско-
нечными, использовать понятие мгновенной СПМ и решить уравнение обращения методом пре-
образования Фурье, используя обобщенную теорему Хинчина-Винера [26] для нестационарных 
случайных процессов. Уравнение обращения (13) в этом случае [1] можно записать в таком виде

	 ( ) ( ) ( )t l t l t d
¥

-¥

- =ò
 

1 1, , , ,uR t W t t d t .	  (43)

Решим это уравнение как уравнение свертки, применяя мгновенные преобразования Фурье с 
учетом выражения (11) для мгновенной СПМ,
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Учитывая локальную стационарность процесса ( )u t  и то, что ширина его корреляционной 

функции значительно меньше интервала наблюдения, после перехода к переменным 
t -=1 1 2,t t t , запишем уравнение правдоподобия (14) в частотной области
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( ) ( )

( )

	  (45)

После выполнения операций дифференцирования по параметрам 
	 l l l l= = = =



ýòàë1 0 2 0 3 0, ,T
s nN N N

в уравнении правдоподобия (45) получим систему уравнений для оценок 0sN , ýòàë0N  и 0nN  для 

соответствующих периодов модулирующей функция ( )m t .

Уравнение канала оценки 0sN
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	 (46)

где 	 ( ) ( ) ( )t l p
¥

-¥

= ò




îïò îïò(s) (s), , , exp 2h t K f t j f df  — импульсная характеристика оптимального (неста-

ционарного) фильтра канала 0sN ,

	 ( ) ( ) ( )l p l=
 

  

îïò èíâ

2 22

(s) (s), , 2 , ,K f t K j f K f t 	  (47)

– квадрат модуля изменяющейся во времени амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) 
оптимального нестационарного фильтра канала оценки 0sN ,

	 l l
-é ù= ê úë û

 



èíâ

1

0, , , , / 2u ssK f t G f t N( )( ) ( ) ( ) .	  (48)

Первый множитель (47) соответствует согласованной фильтрации колебаний ( )u t , энергети-

ческий спектр полезной составляющей которых имеет форму функции ( )p

22K j f , а множитель 

( )l




èíâ , ,sK f t( )  — коэффициенту передачи инверсного фильтра, АЧХ которого обратная ( )p 2K j f , 

изменяется во времени и адаптивным образом зависит от СПМ полезного, эталонного и помехо-

вого процессов.
Вид уравнения (46) указывает на необходимость введения операций умножения наблюдае-

мого сигнала ( )u t  на модулирующую функцию ( )m t  и неизвестную функцию нестабильности 

коэффициента усиления ( )x+1 t . Формула (46) указывает на то, что на эти сравнительно весьма 

низкочастотные функции сигнал ( )u t  можно умножать как до его фильтрации, так и после.  

В свою очередь выражение (46) указывает на то, что на квадраты этих функций можно умно-
жать сигнал после его возведения в квадрат (квадратичного детектирования). Это отражено в 
виде трех вариантов правых частей в уравнения (46).
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Уравнение канала оценки ýòàë0N
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	  (49)

где pt l
¥

-¥
= ò


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2

( ) ( )(t, ) (f, , ) j fh K t e df  — импульсная характеристика оптимального (неста-

ционарного) фильтра канала ýòàë0N ,
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— квадрат модуля изменяющейся во времени АЧХ оптимального нестационарного фильтра 
канала оценки ýòàë0N , где АЧХ инверсного фильтра
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Уравнение канала оценки 0nN
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где	 ( ) ( ) ( )t l p
¥

-¥

= ò




îïò îïò(n) (n), , , exp 2h t K f t j ft df 	  (53)

– импульсная характеристика оптимального (нестационарного) фильтра канала 0nN ,

	 ( ) ( ) ( )l p l=
 

  

îïò èíâ(n) (n)

2 22, , 2 , ,K f t K j f K f t 	  (54)

– квадрат модуля изменяющейся во времени АЧХ оптимального нестационарного фильтра 
канала оценки ýòàë0N , где АЧХ инверсного фильтра

	 ( ) ( ) [ ]l l
-é ù= ê úë û

 



èíâ

1

0

2
, , , , / 2 .u nnK f t G f t N( ) 	  (55)

АЧХ оптимальных фильтров адаптивны и сложным образом зависят от взаимных соотношений 
СПМ полезного, эталонного, помехового и регуляризиующего случайных процессов, а также 
изменений во времени модулирующей функции ( )m t  и функции ( )x t . Коэффициенты передачи 

инверсных фильтров должны во времени изменяться синхронно с изменениями функций ( )m t  

и ( )-1 m t  поочередно в соответствующих периодах, влияя на АЧХ во времена прохождения 

полезного и эталонного сигналов. Функции ( )m t  и ( )-1 m t  дополнительно стробируют соот-

ветствующие каналы. Отметим, что если =0 0pN , то применяя в этом идеальном случае инверс-
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ный фильтр, можно полосу расширить до бесконечности. По внешнему математическому пред-
ставлению передаточные характеристики оптимальных фильтров (47), (50) и (54) с точностью 
до постоянных коэффициентов одинаковы. Это следует из равенств
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Отсюда находим, что
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Конкретизируем уравнения (46), (49) и (52) для модулирующей функции ( )m t  в виде меан-

дра. В этом случае синтезируемый радиометр является устройством с временным разделением 
каналов, которое обеспечивается их поочередной коммутацией функциями ( )m t  и ( )-1 m t . 

Умножив и разделив подынтегральные функции в левых частях уравнений (46), (49) и (52), 
получим алгоритмы обработки сигналов в модуляционном радиометре

	 °=ýòàë ýòàë ,Y T 	  (58)

	 a a
t x t

¥ ° °

-¥

ì üï ïï ï= + = +í ýï ïï ïî þ
ò òâûõ îïò

2

(s) (s)
0

ˆ ˆ
(t, ) (t)[1 (t)] (t) ,

2 2

T
s nT TY h m u d dt 	  (59)

	 a a
t x t

¥ ° °

-¥

ì üï ïï ï= - + = +í ýï ïï ïî þ
ò ò ýòàë

âûõ ýòàë îïò ýòàë

2

( ) ( )
0

ˆ ˆ
(t, )[1 (t)][1 (t)] (t) ,

2 2

T
nT TY h m u d dt 	  (60)

	 ( ) ( ) ( ) a a
t x t t t a

¥ ° °
°

-¥

ì üï ïï ïé ù= + = + +í ýë ûï ïï ïî þ
ò ò ýòàë

âûõ îïò

2

(n) (n)
0

ˆ ˆ ˆ, 1 ,
2 2

T
s

n
T TY h t u d d t T 	  (61)

	 ( )a l= D


10,5 ,B sk F  ( ) ( ) ( ) ( )l x l p
¥

-¥

é ùD = +ë û ò
 

 

îïò

2 24
1 (s)1 , , 2 .sF t K f t K j f df 	

Здесь âûõY  — выходные сигналы соответствующих каналов, «Ù » — знак оценки измеряемых 
величин. Уравнения (59) — (61) дополнены заранее известным (58), обеспечиваемым кали-
бровкой, значением шумовой температуры эталонного источника °

ýòàëT . Вычитая из (59) урав-
нение (60), и прибавляя к полученной разности (58), находим

	
a

° ° ° °-
= + =D +âûõ âûõ ýòàë

ýòàë ýòàë
ˆ ˆs
s s

Y Y
T T T T( ) ( ) .	  (62)

Следует отметить, что четвертое уравнение (61) является избыточным и соответствующий 
канал можно вводить в схему радиометра лишь для контроля его калибровки. Особо следует 
подчеркнуть, что принятые сигналы ( )u t  умножаются на функции нестабильности ( )x+1 t ,  

а также эти функции включены в знаменатели коэффициентов передачи инверсных фильтров.  
В целом происходит компенсация этих нестабильностей. Однако эти функции неизвестны зара-
нее. Поэтому, их следует либо оценивать (измерять) в процессе работы радиометра, либо исклю-
чить из алгоритмов. Исключив функцию ( )x+1 t  последовательно из уравнения наблюдения (4), 

корреляционной функции (10), энергетического спектра (11), алгоритмов (59), (60), (61) и др., 
получаем оптимальные алгоритмы функционирования радиометра со стабильным коэффици-
ентом усиления. Применение алгоритма (62) при наличии нестабильности позволяет компенси-
ровать лишь внутренний шум ( )n t , но влияние нестабильности не устраняет. В случае, если 

радиометр построен по алгоритмам для стабильного коэффициента усиления, а на самом деле 
он не стабилен и в уравнении наблюдения и, соответственно, в корреляционной функции и 



100

Волосюк В.К., Павликов В.В., Жила С.С.

Методы радиолокационных и радиометрических измерений

энергетическом спектре множитель ( )x+1 t  присутствует (но не в алгоритмах) и, кроме того, по 

результатам калибровки известна температура внутреннего шума °
nT , то можно предложить 

операцию деления [28, 29] выходных сигналов âûõ sY ( )  и âûõ ýòàëY ( )
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Y
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При выполнении операции деления множитель a  в (63), характеризующий нестабильность 
коэффициента усиления, сокращается. Эта оценка была получена в работах [28, 29] и позволяет 
определить абсолютное значение °D ˆ

sT  в случае наличия калиброванного значения °
nT .

Вариант полной схемы синтезированного радиометра, соответствующая уравнениям (58)–(61) 
и в, частности, (62), показан на рис. 4.

Рис. 4. Полная схема синтезированного оптимального модуляционного радиометра.

Как было уже отмечено, фильтры ( )tîïò ,h t  могут быть поставлены как в тракте суммарного 

сигнала, так и в отдельных каналах, как до модуляторов, так и после. Модуляторы в отдельных 
каналах могут быть включенными как до квадраторов, так и после. Учесть нестабильность 
можно, например, измеряя отношение
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+
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1 ,ˆ ˆ
n

n
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	  (65)

и, используя его как сигналы управления, изменять коэффициенты передачи каждого из кана-
лов радиометра по цепям обратных связей. Вычислять ( ) ( )x x

° °+ýòàë
ˆ

n̂T T  необходимо не на полном 

интервале усреднения ( )0,T , а на последовательности более коротких интервалов, на которых 

функция ( )x+1 t  является практически постоянной величиной. Эту операцию можно осуще-

ствить в ФНЧ с соответствующей постоянной времени, включенным перед интегратором.
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6. Расчет предельных погрешностей оценок параметров

Для определения предельной погрешности оценки только одного параметра 0sN  (или °
sT ) 

рассчитаем единственный элемент матрицы Фишера
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Подставив выражение (11) в формулу для элемента матрицы Фишера, находим предельные 
погрешности оценки 0sN  и °

sT
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и предельные СКО, определяющие потенциальную флуктуационную чувствительность оценок 
параметров 0sN  и °

sT
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— эффективная ширина спектра СПМ процесса ( )u t , прошедшего согласованный фильтр с АЧХ 

( )p 2K j f  и инверсный (декоррелирующий фильтр с АЧХ ( )p g
-ì üï ïï ï+í ýï ïï ïî þ
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122K j f , ( )g = +0 0 0p s nN N N .

Выводы
Синтезированы радиометры модуляционного типа на основе современной теории оптималь-

ных статистических решений и оценок параметров вероятностных распределений. Для этого 
конкретного вида радиометров получены не эвристические (на основе здравого смысла, науч-
ной и инженерной интуиции), а строгого математические алгоритмы обработки радиотепловых 
сигналов и соответствующие схемотехнические решения его построения с использованием 
методов оптимизации, математической статистики и теории случайных процессов.

Показано, что в отличие от классических систем радиометров в схему оптимального радио-
метра включены согласованные и оптимальные адаптивные декоррелирующие фильтры.  
Сам радиометр построен по многоканальной схеме. Амплитудно-частотные характеристики 
оптимальных фильтров адаптивным образом зависят от взаимных соотношений спектральных 
плотностей мощности полезного, эталонного, помехового и регуляризирующего случайных 
процессов, а также изменений во времени модулирующей функции ( )m t  и функции ( )x t , харак-

теризующей нестабильность коэффициента усиления. Измеряя функцию нестабильности ( )x t  

возможно по цепям обратных связей регулировать коэффициент усиления и компенсировать 
его нестабильность. Если эта функция неизвестна, то модуляция сама по себе не устраняет вли-
яние нестабильности на качество оценки шумовой температуры полезного сигнала (в отличие 
от многих обратных утверждений в литературе). Для устранения этого влияния можно предло-
жить операцию деления оценок температур, формируемых в каналах прохождения полезного и 
эталонного сигналов. Однако это не позволяет оценить абсолютные значения температур или 
контрастов, так как требует знания калиброванного значения температуры внутреннего шума, 
как и в обычном компенсационном радиометре, но позволяет с точностью до неизвестного мно-
жителя оценивать относительные изменения температуры во времени или в пространстве при 
формировании изображений излучающих объектов.
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Статистический синтез алгоритмов обработки сигналов в радиометрической системе модуляционного типа

STATISTICAL SYNTHESIS OF SIGNAL PROCESSING 
ALGORITHMS IN CHOPPER RADIOMETRIC SYSTEM

V. K. Volosyuk, V. V. Pavlikov, and S. S. Zhyla

Unlike active radio engineering systems which radiate probing signals and then receive reflected 
signals and process them for the purpose of necessary information extraction passive radiometric 
receiver devices and systems register own electromagnetic radiation of various objects and 
environments. They are widely applied for the solution of problems of a radar-location, radio 
navigation, Earth remote sensing, radio astronomy, medicine, etc. Requirements to the quality indexes 
of these radio engineering means become higher and their further improvement is possible only on a 
way of application of modern methods of the statistical theory of optimization and the corresponding 
statements and solutions of problems of mathematical synthesis of devices and systems.

In work the chopper radiometers are synthesized on the basis of the modern theory of optimal 
statistical decisions and estimates of parameters of probabilistic distributions.

For this type of radiometers not heuristic (based on the common sense, scientific and engineering 
intuition), but rigorous mathematical algorithms of radio thermal signal processing and corresponding 
schematic decisions of its construction with using methods of optimization, mathematical statistics 
and the theory of stochastic processes are received.

It is shown that unlike classical systems of radiometers the scheme of the optimal radiometer 
includes the matched and optimal adaptive decorrelating filters. The radiometer is designed according 
to the multichannel scheme. Amplitude-frequency characteristics of optimal filters depend in an 
adaptive way on mutual ratios of power spectral density of useful, reference, noise and regularizing 
stochastic processes, and also changes in time of modulating function and the function characterizing 
instability of gain coefficient. It is possible to control and compensate gain coefficient with feedback 
after measuring function of instability. If this function is unknown, modulation doesn’t eliminate 
influence of instability on quality of useful signal noise temperature estimation (unlike many converses 
in literature). For elimination of this influence it is possible to offer operation of dividing of temperature 
estimates formed in channels of useful and reference signals.
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